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Aufgabe 22

a) Hier liegt eine Teleskopsumme vor. Fiir ein beliebiges n € N gilt

n n n

Zk k! = Zk+1—1)-k:!:2((k+1)!—k!):Z(kJrl)!—Zk!
k=1

k=1 k=1 k=1

n—i—l'—i—Zk—l—l'—l—i—Zk‘ (n+1)!—1.

b) Beweis durch vollsténdige Induktion:
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IA: Wegen > 7 (-1l =11 =1und 3, % = 5 st Yt (DR =3
fiir n = 1 richtig.

IS: Sei n € N. Fiir dieses n gelte k (DR =30 n+k (IV). Dann folgt
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c) Wir verwenden wieder vollstdndige Induktion.

IA: Fiir n = 1 hat die Summe genau einen Summanden und ergibt 1; dies ist grofler als %
IS: Sei n € N. Fiir dieses n sei Zinzzl £ > 2 erfiillt (IV). Dann folgt

antl_ 1 2n— Ly antl_ 1 |

1 ontl 1 —9om 41 +1
Z Z Z g Z 2n+1:g+ on+1 :n2 :

k=2n k=2n

(Bei der Abschitzung wurde auler IV noch benutzt, dass 2"*! > k, also 1/k > 1/2"+L fiir
alle k € {27,..., 27"t — 1} gilt.)

d) IA: Fiir n = 1 stimmt die behauptete Aussage, denn 6' —5-1+4 = 5 ist durch 5 teilbar.

IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Behauptung, sei also 6™ — 5n + 4 durch 5 teilbar,
etwa 6" —bn +4 =5l fir ein [ € Z. (IV)

Zu zeigen ist, dass dann auch 6" — 5(n + 1) + 4 durch 5 teilbar ist. Es gilt:
6" —5(n+1)+4=6-6" —5n—5+4=6(6" —5n +4) + 250 — 25
2 6.504+25n—25=(6-1+5n—5)-5.
————
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e) IA: Fiir n =5 gilt 2" = 2% = 32 und n? = 52 = 25. Also ist die behauptete Ungleichung fiir
n =5 wahr.

IS: Sei n € N mit n > 5 beliebig. Fiir dieses n gelte 2" > n? (IV). Dann folgt
v
2"l =2.2" > 2.p2

Zu zeigen verbleibt: 2n? > (n+1)? & 2n2 >n?+2n+1 < n? > 2n + 1. Die Giiltigkeit
der letzten Ungleichung sehen wir folgendermaﬁen

2 2

>5 =>n>=23 =n>>3n = n’>22+n = n?>2n+1.

f) IA: Furn—2lst]_[k 1(1+ k= (14‘%)1:2:22%'

n—1

IS: Sei n € N mit n > 2 beliebig. Fiir dieses n gelte [[}—; (1 + £)* = Z; (IV). Dann gilt:
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Aufgabe 23

a) Wir beginnen damit, einige a,, zu berechnen:

-1 2 _9)\2

W Bo1PB=27 1 4
32 4 9

Es scheint a, = 1/n? fiir jedes n € N zu gelten. Wir bestéitigen dies mit vollstéindiger Induk-

tion:

Induktionsanfang: Fiir n = 1 und n = 2 stimmt dies offenbar.

Induktionsschluss: Sei n € N mit n > 2. Fiir jedes k € {1,...,n} gelte ax = 1/k? (IV).

(Man beachte: Als Induktionsvoraussetzung reicht hier nicht, dass die Formel nur fiir n gilt,
sondern auch fiir n — 1, weil man im Induktionsschluss auf Informationen tiber a, und a,_1
zuriickgreift.)

Dann folgt

n*(n —1)? _n*(n—1)2 1 11
(n+1)2 (n—1)2 (n+1)%

ny1 = YpGp1 = o g

(n+1)2 n

b) Induktionsanfang: Es gilt ag = Z:nzl ma, =1 = %2! = %n!. Induktionsschluss: Wir nehmen

an, dass a;, = %m! fir alle m = 2,...,n. Dann gilt
n n—1
m V. n! n—+1)!
Ont1 = Z (; ) = na, + Zmam =na, +a, = (n+1)anll (n—l—l); = ( 5 ) .
m=1 m m=1
Aufgabe 24

a) Indem wir
(k4+1)° — k3 =3k +3k+1

in die Gleichung

En: — k) =m+1)>-1

k=1
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einsetzen, erhalten wir
(n+1)°% -1 —32k2+32k+n

Losen wir dies nach >_p_; k? auf und verwenden wir den kleinen Gauf}, so bekommen wir

Z Zk+ 1) - (n+1)):é(n+1)(2(n+1)2—3n—2)
k=1

1
6(n+1)(2n2+4n+2—3n—2)

1
= gn(n +1)(2n+1).

b) Um

zu berechnen, setzen wir wie eben
(k+1)* —k* =4k + 6k> + 4k + 1
in
n

D (E+1D*— k) =(n+1)*—1

k=1

4ik3+6ik2+4zﬂ:k+n:(n+1)4—1.
k=1 k=1 k=1

ein und erhalten

Also gilt
- 1
> k= 1((n+1)4—1—n(n+1)(27~L+1)—2n(n+1)—n)

1
“(n+1D*n*+2n+1-2n-1)

) (1P - (e DEn 1) = ;

4

= ((n +1))2.

Auf dieselbe Weise erhilt man

Zk:4 —n(n+1)(2n 4+ 1)(3n% 4+ 3n — 1).

Aufgabe 25

a) Bsgilt: 2= (3-149)=(3-4)(9—6i +14%) = (3—1)(8 — 6i) = 24 — 18 — 8 + 6i%> = 18 — 26i.
Folglich hat 2% den Realteil 18 und den Imaginirteil —26. Ferner ist 23| = /182 + (—26)2 =
V1000 = 10+/10 Alternativ kann man |z3| auch berechnen, ohne z3 bestimmt zu haben:

123 = |2 = 32+ (—1)2° = v10° = 10v/10.

b) Wir erweitern den Bruch geeignet (Standardtrick: zZ ist reell, daher ergibt 1/z =1/z-2/z =
Z/(zZ) einen reellen Nenner):

1 1 1 341 3+t 3+1 3 1.

. 3.7 3-73+:i ®_2 10 10 10"

Also hat 1/z den Realteil 2 und den Imaginirteil 5. Der Betrag von 1/z ist [1/z| =

v/ 105 + 155 = V/1/10 = V10/10, alternativ: |1/z| = 1/|z| = 1/v/10 = v/10/10.

— bitte wenden —



d)

Es ergibt sich 2w = (3 —i)(—=1+ 2i) = =3 + 6i + i — 2i> = —1 + 7i. Also hat z - w Realteil
—1 und Imaginirteil 7. AuBerdem gilt |z - w| = /T + 49 = V50 = 52 = |2| - |w|.

Esist 22 = (3—1)° = (3+1)% = 9+6i+i2 = 8+6i und wegen w? = (—142i)% = 1—4i+4i2 =
—3 — 44 ergibt sich
1 1 —3+44i  —3+4i —3+4i 3 4

Wl 34 344 9-162 95 = 95 25"

Z2+1/w? = (846i)+(— 5+ 1) hat somit Realteil 8— 3 = L7 und Imaginéirteil 6+ 55 = 122

Der Betrag von z? + 1/w? lautet |22 + 1/w?| = V1972 + 1542 /25 = 1/2501/5.
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