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Aufgabe 26

a) Hier handelt es sich um die Menge aller z € C, die vom Punkt —1 — ¢ den gleichen Abstand
haben wie vom Punkt 3 + 3¢. Das ist die Mittelsenkrechte der Verbindungsstrecke dieser
beiden Punkte, also die Gerade Im 2z = — Re z + 2.

b) Dies ist der Schnitt zwischen dem Auferen des Kreises um 4 mit Radius 1 (einschlieflich der
Kreislinie) und dem Inneren des Kreises um 1 + 2i mit Radius 3 (ohne Rand). Die Menge ist
in der Skizze schraffiert.

c) Die komplexe Zahl z = z + iy (mit x,y € R) liegt genau dann in dieser Menge, wenn
1 > Re(2®) = Re((z +iy)?) = Re(z® + 2izy — y*) = 2 —

gilt, d. h. fiir 22 < 1492, also |z| < /1 + 92 bzw. —/1 + 92 <z < /1 +y2. Die Menge ist
in der Skizze schraffiert; man beachte, dass es sich um eine unbeschrinkte Menge handelt.
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Aufgabe 27

a) Esgilt 22 — 2243 = (2 — 1)? 4+ 2. Die Gleichung 22 — 2z + 3 = 0 ist also genau dann erfiillt,
wenn (z — 1)2 = —2. Dies bedeutet z — 1 = i/2 oder z — 1 = —i/2, also hat die Gleichung
die zwei Losungen z; = 1 +iv/2 und 25 = 1 — iv/2.

b) Mit dem Ansatz z = a + ib (a,b € R) erhalten wir

2=z & a*+2aib+ (D)’ =a*+b* < a®+2aib—b* =d® + b

—
*
S

= a2 = =a®>+b% und 2ab =0
& =20 =0 und (azOoderb:O)
& szund(azOoderb:O)
& b=0.

[In (%) verwenden wir, dass zwei komplexe Zahlen genau dann gleich sind, wenn sie den selben
Real- und Imaginirteil besitzen.]
Also ist 22 = |z|? genau dann erfiillt, wenn Im(z) = 0 bzw. 2 € R ist.

Aufgabe 28

Mit Hilfe von Re(A) = 2(A+ X) (fiir A € C) erhalten wir

z+wf=G+w) (z4+w) = (z+w)(Z+W) =22+ 2w+ +ww = |22 + 2Re(2w) + |w|* .

w3
—~—~

=wz=zw
Daraus ergibt sich sofort
|2 —wl® = 2> + 2Re(2(=w)) + |[~w|* = |2|* — 2Re(2®) + |w|?.
Addiert man diese Gleichungen, so folgt |z 4+ w|* + |z — w|* = 2|z|* + 2 |w|?.

Geometrische Bedeutung: In einem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate der Diagona-
lenléingen gleich der Summe der Quadrate der Seitenlédngen.
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Aufgabe 29
a) Wir verwenden die geometrische Summenformel
n—1 n
k 1—gq .
¢ = fir alle n € Nund ¢ € C\ {1}.
—4q
k=0
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b)

In der Ubung wurde diese fiir reelle ¢ # 1 gezeigt. Diesen Beweis kann man wortwértlich auch
fir ¢ € C\ {1} fiithren. Danach gilt

22 . . .
1—(1-4)% 1-(1-49)2 —i

11—k =_—1 1— ST 7 T S 7
;( i) +Z i) 1—(1—9) + 5 —i

=-1- z(l —(1—14)%).
Wegen
(1- i)22 _ ((1 _ i)2)11 = (1-2i+ i2)11 _ (_22.)11 _ (_1)112111-11 — _9l1;3,8 _ oll;
ist
(1—1)» =21 —4) =2 (i 4 1).

Damit erhalten wir

22
do(—i)f =—1—i(1 2" (1 +1)) = -1 - 2" +i(2" — 1) = —2049 + 2047 4.
k=1

Fiir jedes n € N folgt mit der geometrischen Summenformel

no . n—1 - . (/)" i
() ) 26
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Nun seien m € Ny und r € {0,1,2,3} mit n = 4m + r. Dann gilt

i = ,L-4m+r — Z»4m LT = (14)m i

1m a7 -7

und damit

k=1
Fiir r = 0 (also, falls n durch 4 teilbar ist) gilt

i(i)’f_%_u(_?ig)l__u ST
2/ 5 5 5 5/on 5 5.2n 5 §5.2n—1)°

Fiir » = 1 (also, falls n durch 4 mit Rest 1 teilbar ist) gilt

i(i)’“—%_u(_%#)i—_H1+¢(2+ L)
2/ 5 5 5 5/2n 5 5.on-l 5 5.2n)°

Fiir r = 2 (also, falls n durch 4 mit Rest 2 teilbar ist) gilt

i(iy_?i_u(_?ig)—l__l_ LG )
2/ 5 5 5 5/92n 5 5.2n 5 §5.2n-1)°
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Fiir » = 3 (also, falls n durch 4 mit Rest 3 teilbar ist) gilt

f:(i)k_%_u(_?ig)—i__l_lﬂ-(?_ )
2/ 5 5 5 5/on 5 5.on-1 5 5.2n/)

Wir lesen ab:

—% + ﬁ , falls n durch 4 teilbar ist
Re z";(z)k _ —% + 5'2}%1, falls n durch 4 mit Rest 1 teilbar ist
P 2 —% - 5% , falls n durch 4 mit Rest 2 teilbar ist
—% — 5_2},,_1, falls n durch 4 mit Rest 3 teilbar ist
% — 527%, falls n durch 4 teilbar ist
m z": ( i )k _ % + 5% , falls n durch 4 mit Rest 1 teilbar ist
Pt 2 % + 52%, falls n durch 4 mit Rest 2 teilbar ist
% — 5.12” ) falls n durch 4 mit Rest 3 teilbar ist
Aufgabe 30
a) Wegen a, = nQ—fl = H% vermuten wir, dass (a,)nen fiir n — oo gegen 2 konvergiert.
Fiir jedes n € N ist
2n —2(n+1) 2
— 2| = = .
[an | n+1 ’ n+1
Daher ergibt sich
2

2
lap, —2| <e <= <eg &= n>--1L
g

n—+1

Sei € > 0 beliebig. Wahle ng € N mit ng > % — 1. (Ein solches ng existiert, weil die Menge der
natiirlichen Zahlen nicht nach oben beschréankt ist.) Wie eben gesehen, gilt dann |a, —2| < ¢
fiir alle n € N mit n > ng. Also konvergiert (ay,)nen gegen 2.

Ist € := 1070, so kann man beispielsweise ng :=2-10'Y >2.101 -1 = g — 1 nehmen. Damit
gilt |a, — 2| < 10710 fiir alle n € N mit n > 2- 1010,

b) i) Wir werden eine monoton wachsende Folge basteln, indem wir mit 1 beginnen und
dann die Absténde zwischen benachbarten Flogengliedern erst zweimal gleich 1/2, dann
dreimal gleich 1/2, viermal gleich 1/4 und so weiter wihlen. Also

a; =1,

ay =3/2,a3 =2,

ay ="7/3,a5 =8/3,a¢ = 3,

as = 13/4,a6 = 14/4,a7 = 15/4,a3 = 4

Dadurch gewinnen wir eine unbeschrénkte Folge mit lim,, o0 |ap+1 — an| = 0. Versucht
man das mittels einer Formel auszudriicken, so erhilt man mit Hilfe des kleinen Gauf

1 1
ni=k+———(n—= ), fall
a k+k+1<n 2k(k+ )> alls

ne{;k(kﬂ)ﬂ,...,;k(k+1)+(k+1):;(k+1)(k+2)}

Diese ist unbeschrinkt, konvergiert also insbesondere nicht, aber lim,, o |@n4+1—an| = 0.
Die harmonische Reihe wire ein weiteres Gegenbeispiel.

— bitte wenden —



ii)

iii)

Definitionsgemifl konvergiert eine Folge (a,)nen gegen den Grenzwert a € C, falls es zu
jedem € > 0 ein ng € N so gibt, dass |a,, — a| < € fiir alle n € N mit n > ny gilt.

Die Folge (an)nen geniige der Voraussetzung ii). Wir behaupten, dass dann (an,)nen
gegen 0 konvergiert. Denn:

Sei & > 0. Setze € := 1/2/2 > 0. Nach Voraussetzung ii) existiert zu diesem ¢ ein ng € N
so, dass fiir alle n € N mit n > ng stets |a, — 0| = |a,| < 262 = £ ist. Gem#f Definition
bedeutet dies, dass (an)nen konvergiert und zwar gegen 0.

Sei etwa (ap)nen = ((—1)")nen. Wegen |a, + ap+1| = 0 fiir alle n € N ist die Bedingung
iii) erfiillt. Die Folge (ay)nen divergiert jedoch.
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