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Aufgabe 36

a) Sei (ap)nen eine konvergente Folge, a ihr Grenzwert und £ > 0. Dann gibt es ein N(e), so

dass
€
lan, —a| < 5
fiir alle n > N(e). Also gilt
e €
lan, — am| = |(an —a) — (@, — a)| < |ay — a| + |am —a| < §+§:8

fiir all n,m > N(e). Damit ist (a,)nen eine Cauchyfolge.

b) Sei andererseits (ay)nen ein Cauchyfolge. Um die Beschrénktheit der Folge zu zeigen, ver-
wenden wir, dass wir fiir € = 1 eine natiirliche Zahl N (1) finden, mit

lan —am| <1 Vn,m > N(1).
Insbesondere gilt fiir alle n > N(1)

|an| = lan — anq) + an)| < lan — an@)l + lana)l <1+ lan)|

Also
lan| < max{la1], ..., |lana |} + 1.

fiir alle n € N. Damit ist (a,)nen eine beschrinkte Folge. Der Satz Bolzano Weierstrass sagt
uns also, dass (a,)nen einen Haufungspunkt a hat. Wir werden nun zeigen, dass die gesamte
Folge (an)nen gegen diesen Haufungspunkt konvergiert. Sei dazu ¢ > 0. Da (a,)nen eine
Cauchyfolge ist, gibt es eine Zahl N(g), so dass

lan, — am| < g Vn > N(e).

Da a ein Haufungspunkt ist, gibt es einen Index ng > N(¢), so dass |a — an,| < 5. Zusammen
erhalten wir fur alle n > N(¢)

€ €
‘an_a|g‘an—an0|—|—|an0—a|<§+§:€'

Also konvergiert (a,)nen gegen a.

Aufgabe 37

a) Gegeben seien ¢ € [0,1) und eine Folge (an)nen, in C mit

lan+1 — an| < q-lap —ap—1| fiir alle n € N. (%)

Mit Hilfe von vollstédndiger Induktion rechnen wir zunéchst nach

lan+1 — an| < ¢" - |ag —ap| fiir alle n € N. (%)

— bitte wenden —
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TA (n = 1): Wegen (x) ist |ag — a1| < ¢* - |a1 — aol-
<

IS: Sei n € N. Es gelte |an+1 — an| < ¢" - |a1 — ag| (IV). Dann erhélt man

() awy -
lant2 — any1] < q-langr —an| < q-¢" - lar —aol =¢" - |ar — aol .

Wir zeigen nun

Ve>0 dngeN VEeN Vn>ng: |aptk —an| <e.

Fiir beliebige k,n € N gilt

k—2 k—2
Ap+k — Qn = Ap+k + ( g an+j+1> - ( E an+l+1) — an
=0

j=0
. k—2 k—1
= On+k + (Z an+j+1> - (Z an+j> — Qn
§=0 j=1
k—1 k—1 -1
= (Z an+j+1> - (Z an+j> = (an+j+1 - an+j)-
j=0 j=0 j=0
Mit der Dreiecksungleichung, (%) und der geometrischen Summenformel ergibt sich
k—1 k—1 k—1
|antk = an| <D lanyjin = antg| <Y ¢"]ar —aol = ¢" > ¢ a1 — aq
i= i= =0
1—¢*
=q" a1 — ag| < a1 — agpl.
q 1—q‘1 o!\l_qll ol

Sei nun € > 0 beliebig. Wegen 0 < ¢ < 1 konvergiert die Folge (% |a1 — ao|)nen gegen 0,
daher finden wir ein ng € N mit lq—_q la; — ap| < ¢ fiir alle n > ng. Demzufolge ist
|antk — an| <€ fiir alle n > ng und k € N. (+)
Hieraus folgt
|am —an| < e fiir alle m,n € N mit m,n > nyg.

[Denn: Seien m,n € N mit m,n > ng beliebig. Ohne Einschrankung sei m > n. Dann ist
k:=m —n € N und nach (+) ergibt sich |a,, — ap| = |anir — an| < €]

Fazit: (apn)nen, ist eine Cauchy-Folge in C und daher konvergent.

b) Bekanntlich ist die harmonische Reihe )7 % divergent, d.h. die Folge der Partialsummen
(sn)nen == (O_py %)neN ist divergent. Betrachte (a,)nen, mit a, := sp41 fiir jedes n € No.
Dann gentigt (an)nen, der Voraussetzung in b), denn fiir alle n € N gilt

1 < 1
n+2 n+1

|an+1 - an| = |5n+2 - 5n+1| = = |5n+1 - Sn’ = |an - an—1|‘

Allerdings divergiert (an)nen,-

Aufgabe 38

a) Die Bernoullische Ungleichung liefert 2" = (1+1)" > 1+ mn-1 > n fir alle n € N, d. h. es ist
stets {/n < 2. Somit ergibt sich fiir alle n € N

n
f<

n!

Bekanntlich konvergiert >0 | 1 (mit Reihenwert e), also ist auch > °° | b, konvergent, und

die absolute Konvergenz der Reihe )7, %\/,ﬁ folgt mit dem Majorantenkriterium. Insbeson-
dere konvergiert die Reihe.

— bitte wenden —



b)

d)

Es gilt fiir alle n € N

14+ n?—n? 1 1 1
V14nZ2—n= = > =—=:¢,20.
Vi+n24+n V1i+n24+n V4n24+n 3N

Da die Reihe iiber ¢, divergiert, gilt dies nach dem Minorantenkriterium auch fiir die zu
untersuchende Reihe. Insbesondere ist die Reihe nicht absolut konvergent.

Fiir alle n € Nmit n > 3 gilt |[§ + 1| < 1+ 1 = 2 und daher |(5 + 2)"| < (2)". Die
geometrische Reihe )07 2(5) ist also eine konvergente Majorante von Y oo ,(3 4+ 1)". Nach
dem Majorantenkriterium ist Z;’LO:Z(%—F%)" absolut konvergent, also insbesondere konvergent.

Fiir jedes n € N schreiben wir a,, := % = (—=1)"b, mit b, 3n+( 7 Die Folge (by,)
konvergiert gegen 0. Ferner ist (b,) monoton fallend, denn fiir alle n € N gilt
bn 3(n+1)+ (=1t 1
>1 & >1 & 3=>(-1)"—-(-)""" e 3=2(-1)"
e 1 (1" = (1) (-1)

und die letzte Ungleichung ist offenkundig wahr. Nach dem Leibnizkriterium konvergiert
Yol (=1)"by,. Wegen

R S
3n+(—=1)" " 3n+n 4n
1

lan| =

und der Divergenz von Y o0 | ist >°°° | L eine divergente Minorante fiir > ; |a,|. Deshalb
ist > "7, ay, nicht absolut konvergent.

Wir wissen, dass {/n —— 1 gilt. Daher ist die Folge ({/n) beschrinkt, d.h. es gibt eine
Konstante C so, dass {/n < C fiir alle n € N gilt. Hiermit erhalten wir fiir alle n € N
—1-0 _ 1 > L

nyYn = Cn
Da die harmonische Reihe ) 7 dlvergent ist, folgt die Divergenz der zu untersuchenden
Reihe aus dem Mmorantenkrlterlum Insbesondere ist die Reihe nicht absolut konvergent.

n

Aufgabe 39

a)

b)

Die Reihe ist divergent und zwar divergiert sie bestimmt gegen +oo. Sei dazu K > 0. Wir
miissen zeigen, dass es ein N € N gibt, mit

n
Zak > K Vn> N.
k=1

Wir werden dafiir ausniitzen, dass die Reihe >, _, k% konvergiert, also inbesondere beschréankt
ist. Letzteres sieht man auch z.B. durch

n n

"1 1 1 1
2l G S L G +Z( ) a2

k=1 k=1

Auflerdem wissen wir, dass die harmonische Reihe bestimmt gegen +oo divergiert, d.h. es

gibt ein ng , so dass
1
Y —>K+2
n
k=1
fiir alle n > ng. Wir erhalten also, da asp+1 = 0

2n+1 2n n 1 n 1
Zak>2ak:Za2k 1—{—Za2: %_ZE>K+2_2:K'
k=1 k=1 k=1 =1 k=1

fiir alle n > ng. Also divergiert die Reihe )7, aj bestimmt gegen +oo.

Das Leibnizkriterium ist nicht anwendbar, da |a,| nicht monoton fallend ist.

— bitte wenden —
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