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Aufgabe 55
a) i) Wir suchen Zahlen a,, mit

(o) o0
tanhz = g anx", also sinhz = cosh x E anx™ .
n=0

Setzen wir die Potenzreihendarstellungen von sinh z und cosh x ein, so bedeutet dies
m+%x3+--- = (1+%xQ+---)(a0+a1$+a2m2+a3m3+---).
Wir multiplizieren auf der rechten Seite aus; dann haben wir die Gleichung
a;—i—%a:zs—&—---:a0+a1m+(a2—i—%ao)xz—i—(ag—i-%al)xg—i----
Somit liefert der Identitdtssatz fiir Potenzreihen
ap=0, a =1, a2+%a020, a3+%a1:§,

also ag =0, a1 =1, ap =0 und a3 = —3.

ii) Wir miissen die Gleichung e* = (cosx)(ag + a1z + azx? + azz® + - - ), also
l+a+ g2°+ g2+ = (1— 2>+ — ) (a0 + a1 + aga® + azz® + -+ -)
betrachten. Die rechte Seite ergibt
ao + a1z + (az — %ao)z” + (ag — ga1)2” + - -

und der Vergleich mit der linken Seite liefert ag = 1, a1 = 1, ag — %ao = sowie

ag—%al 3,,alsoa0—a1—a2—1unda3—%

LS

b) Wir suchen Zahlen a,, mit

1 [o¢]
m:Zan(az—xo)", also 1= :1c +2x —3 Zanx+1
n=0

Nun gilt wegen 22 + 27 —3 = (z +1)? — 4

(17 +2x—3 Zanm+1 Zan$+1”+2 4Zanaz+

n=0

= —dag —4ai(z +1) + Z(aH — day)(z+1)"
n=2

Nach dem Identitétssatz fiir Potenzreihen hat diese Potenzreihe den Wert 1 genau dann, wenn
die folgenden Gleichungen erfiillt sind:

—4ag =1, —4aq = 0, ap—o —4a, =0 fiurallen>2.

Es folgt: ag = —%, apr = 0 und a, = %an_g fir jedes n > 2. Vollstéindige Induktion liefert:
agkr1 = 0 und agg = —(%)”“Jrl fiir alle k € NU{0}.

— bitte wenden —
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Aufgabe 56

Sei p € N. Definiere f: [a,b] — R, z + zP. Dann ist f auf [a,b] stetig und somit tiber [a,b]
integrierbar. Schreibe g, := (b/a)%, n € N. Gemif} Satz 3 in 13.1 gilt

/bf(w) dr = lim a(g, — 1) . flagh Hah™" = lim a(g, — l)i(aQS_l)pQ'Z_l

n—oo n—oo
k=1 k=1
n n
— 1 p+l., _ (k=1)(p+1) _ p+1 |; _ p+1yk—1
= lim a"*(ga —1)) 4] =a”"! lim (g, — 1) ) (™)
k=1 k=1
n-1 p+1yn
_ opHl g B pr1y () pr1 1)
a?" lim (g, — 1) l_o(qn )o=al lim (gn —1) —— 1
-1 by 5\ " -1
=a’™ lim (1 — (¢&™)") L—H =aP* lim <1 - <<) > )qnl
n—00 1— qg n—00 a 1— q1Z;+
* by\ptl -1
© @+ lim <1 - (7) ) n .
n—c0 a 1-—g)1+a+a+...+an)
— (bp-i-l _ ap+l) lim 2]‘ — 1 (bp-i-l _ ap-H) )
n—ool4 g, + ¢, +...+ ¢4 p+l
—~ =~ —~~
—1 12 1P

In (x) verwendeten wir die geometrische Summenformel.
Aufgabe 57
a) Das Additionstheorem cos(z +y) = cosz cosy —sinz siny (z,y € C) liefert fiir jedes x € R
cos(2x) = cos(z + x) = cosz cosz —sinz sinz = cos> z — sin’ z,
woraus wegen cos? x + sin? x = 1

2r—1, also cos’z = 1 (cos(2z) + 1)

cos(2x) = cos® z — (1 — cos® ) = 2 cos
folgt.

b) Wir wissen aus der Vorlesung, dass

b 1
/ ey = = (ecb _ eca)
a C

fiir alle @ < b und ¢ € C. Daraus erhalten wir zusammen mit der Linearitdt des Integrals

b b ix —ix b iz b —ix ib ia —ib —1ia
. e —e e e e’ —e e —e¢
/ sin(z)dx :/ —dx = —dzx —/ —dzr = - — .
a a a

2i o 20 2i 242 —2¢2

b _ —ib a _ ,—ia

S 26 + 26 = cos(a) — cos(b).
und
b b ix —ix ib ia —1b —ia ib —ib ia —ia
e’ +e e’ —e e —e e’ —e e’ —e
cos(z)dx = — —  dr = - _ _

/a () /a 2 21 + —23 21 21

= sin(b) — cos(a).

Auf dieselbe Weise rechnet man nach, dass

b b
/ sinh(z)dz = cosh(a) — cosh(b), / cosh(z)dx = sinh(b) — sinh(a).

— bitte wenden —



Mit Hilfe von Teil (i) und der Linearitéit des Integrals sehen wir schlieflich

/ab cos? (2)dz = ;/abu + cos(2))dz = é ((b _a)+ /ab cos(z;p)dx) ,

Da wir die Substitutionregel noch nicht kennen, miissen wir mit Hilfe der Definition des

Integrals zeigen, dass
b 1 2b
/ cos(2x)dx = / cos zdx
a 2 2a

/ab cos?(z)dx = E <(b —a)+ n(20) ;Sin@a)> .

Da f(x) := cos(2x) stetig ist, ist die Funktion aus integrierbar. Es gilt aufgrund von Satz 2
aus der Vorlesung

b n
b—a b—a
2z)dxr = lim —— 2a + 2k
/acos( x)dx Jim — g Cos<a+ - )

k=1

und damit

n

1 2b — 2 2b — 2
= — lim b aZCOS<2a+kb a>

2 n—oo n n
k=1

Aufgabe 58

a)

b)

Sei f: [a,b] — [0,00) stetig und es existiere ein xg € [a, b] mit f(zg) > 0.

Sei € := % f(xo). Nach Voraussetzung ist ¢ > 0 und aufgrund der Stetigkeit von f in zg
existiert ein 6 > 0 mit |f(x) — f(x0)| < € fiir alle z € [a, b] mit |x — xg| < §. Fiir solche z gilt
nach der umgekehrten Dreiecksungleichung

f(x) = f(wo) — (= f(x) + f(x0)) = f(x0) — | f(2) — f(0)| 2 26 —e=¢.

Setzt man « := max{a,zo — 0} und S := min{b,xo + d},sogilt a < a < B <bund f(z) > ¢
fir alle z € [«, B]. Zusammen mit der Abschétzung f(x) > 0 fiir alle z € [a, b] folgt

/abf(x)dx:/aaf(a:)d:ch/jf(:c)der/;f(x)dm
o b

B
2/ 0d:):—|—/ sdac—i—/ 0Oder=(8—a)e>0.
a o B

Seien f,g: [a,b] — R stetige Funktionen mit f(x) > g(x) fiir alle z € [a,b] und f(xo) > g(xo)
fiir ein zg € [a, b].

Betrachte die Funktion h : [a,b] = R, =+ h(x) := f(z) — g(z). Dann ist h als Komposition
stetiger Funktionen stetig, und es gilt h(x) > 0 fiir alle z € [a,b]. AuBerdem ist h(xg) =
f(zo) — g(xo) > 0. Somit sind die Voraussetzungen des a)-Teils fiir die Funktion A erfiillt.
Dieser liefert

b
/ h(z)dx >0,

woraus aufgrund der Linearitéit des Integrals

/abf(a:)dm > /abg(x)dx

folgt.

— bitte wenden —



Aufgabe 59

Wir zeigen diese Aufgabe nur fiir monoton wachsende Funktionen f :
{zo,x1,... 2} eine Zerlegung der Intervalls [a,b] der Feinheit § > 0. Da f monoton steigend ist,

gilt

und damit

Wir erhalten also

Q(f,Z)—w(f, )_

my = inf{f(x)|z € [zr—1, 2]} = f(xr-1)
My, = sup{f(z)|z € [zp—1, 2]} = f(zk)

3

w(f, 2) f(xp—1) (2 — 2p—1)

x>

1
f,2) = flan)(r — z1)

k=1

n n

Flaw) (e = ap1) = Y flap-n) (@ —zi-1) = Y (f(

=1 k=1 k=1
<O (S flzr_1))

k=1

ol

Letzteres ist eine Teleskopsumme. Daher gilt

Qf, 2) —w(f, Z2) < 6(f(zn) = fx0)) = 0(f(b) — f(a)).

[a,b] — R. Es sei Z =

-rk 1))(75k - xkz—l)

Falls f konstant ist, so ist f bekanntlich integrierbar. Sei also f nicht konstant. Dann gilt f(b) —
f(a) > 0. Fiir beliebiges € > 0 setzen wir § := m > 0 und erhalten fiir eine Zerlegung Z der

Feinheit ¢

O, 2) - w(f, Z) < 5(f(b) — f(a) ==.

Also ist f integrierbar.
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