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Aufgabe 60
a) Nach Definition gilt f(x) = VT = @)V gy jedes z > 0.
Ist g: (0,00) — R,z In(z) {/z gesetzt, so ist f(z) = e9®) = E(g(z)). Die Kettenregel liefert
fl(x) = E'(g(x)) g'(z) = E(g(2)) g'(z) = f(2)g'(x),  x€(0,00).
Weiter gilt nach der Produktregel

() = 0l(x) V5 + In(a) (V) = L Y5 i) Lam2p = VECTRE) Ty g o)

oy = VR ) e (0,00).

b) Anwendung der Produkt- und Kettenregel liefert fiir jedes = € R

f'(x) = —2sin(2x) 5% + cos(2x) 5% cos x = (cos(2z) cosx — 2sin(2z)) esine
c) Mit Hilfe der Kettenregel erhélt man fiir jedes z € (1,00

)
/ / / 1
f'(w) = ' (Inw) ' () = —

8|

d) Fiir jedes x € (0, ) gilt [Man beachte sinz > 0 fiir alle x € (0,7).]
f(.’E) — pSinz (sin x)r _ 6ln(z)-sinx_eln(sinx)m _ 61n(m)~sinx+ln(sinm)-m _ E(ln(x)sln CC+11’1(SiIl l‘).’L’) )
Mehrmalige Anwendung der Ketten- und Produktregel ergibt fiir jedes = € (0,7)

f'(z) = E'(In(x) - sinz + In(sinz) - x) - (In(x) - sinx + In(sinz) - z)’

= E(In(z) - sinz 4 In(sinz) - x) - (% sinz + In(z) cos(x) + x + In(sin x))

sin x

_ .sinx /. T sin z : )
= — +1 — +1 .
¥ (sinx) ( . + In(x) cos(x) + P— + In(sinx)

Aufgabe 61

a) Wir wissen aus einer fritheren Ubung, dass fiir a,b € R gilt
a—b=(a—-b)a " +a b4 ab 2 ).

und damit

Wir erhalten daraus

f(xo—i—h Zan xo—i-h Zan (Zwlg 2o + h)" k:+1)>

— bitte wenden —
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b) Mit Hilfe des letzten Teils erhalten wir

f<x0+h2_f(x0) _ ian((xo—i-h —zy) Zan (ing 2o+ )" k+1)>

n=0

n—1
= Zannx + Zan <Zx ( (2o + h)"— 0D xg(kﬂ)))
n=0

k=0

= Z apnzyt +h-g(h)

wobei

S (Bt
n=0 k=0

Um g abzuschétzen, wihlen wir zunéchst ein |zo| < 7 < r und h so klein, dass |zg + h| < 7
Mit der Ungleichung

1.1 -1
‘(1'04‘}2) 1'0‘ :| xg(xo—Fh)l (k+1) | <l~l 1

k=0

erhalten wir

n—1 (-750 + h)’nf(k+1) _ H?g_(k+1)

k
! h <

(n— (k+1)f"? < n(n—1)i"2

Mi

k=0

o

=0

und damit -
h) < Zann(n — 1" < oo
n=0

aufgrund von Ubung 41. Also folgt

hg(h) 2% 0

c) Diese Aussage folgt nun unmittelbar aus Teil (ii), denn

- flaoth) = flwo) [ o
1 =1 nnz” =1 nna’.
e h jim | 2 anna + hg(h) | = g > anna

Aufgabe 62

a) Seia € R fest gewihlt. Da f : 2 +— cos(2?) als Komposition stetiger Funktionen auf R stetig
ist, gibt es zu jedem h > 0 nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ein &;, € [a—h, a+h|
so, dass gilt

a+h a+h
/ cos(a:2) dr = / ldzx cos(f;%) = ((a +h)—(a— h)) cos(fz) =2h cos(g,%) .

—h —h

Also ist }ll f‘”: cos(2?) dz = 2 cos(&?) fiir jedes h > 0. Fiir h — 0+ konvergiert &, gegen a und
wegen der Stetigkeit von f konvergiert damit auch cos(£7) gegen cos(a?). Zusammen folgt

a+h
lim / cos(z?) dz = 2 cos(a?).
a—h

— bitte wenden —



b)

d)

Sei a € R fest. Fiir jedes h > 0 existiert nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ein
&n € [a+ h,a + 2h] mit

a+2h
/ Inz dr = ((a+2h) — (a+h))Iné, = hing, .
a+h

Demzufolge ist % aa:}? "ng dr =In &n. Mit h — oo geht &, gegen oo und damit strebt auch
1 ra+2h

7 Jasn Inz dx fiir h — oo nicht.

In &), gegen oco. Also konvergiert der Ausdruck
Wir zeigen, dass der Grenzwert nicht existiert. Sei dazu A > 1 und [h] bezeichne die groBte
natiirliche Zahl, die kleiner oder gleich h ist, d.h. [h] := max{k € N: k < h}.

Wir zerlegen das Intervall [1, []] in die [h]—1 Intervalle [n,n+1] fir n = 1,2,...,[h]—1. Jedes
dieser Intervalle hat die Lange 1. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert fiir
jedes dieser Intervalle ein &, € [n,n + 1] mit f:“ 1z de=1/& > 1/(n+1).

[Hier kann man auch mit der Monotonie des Integrals argumentieren: Wegen 1/x > 1/(n+1)
fiir alle = € [n,n + 1] gilt nach Satz 10.3 (1): ["*' 1/z dz > ["'1/(n+1) de =1/(n +1)]

Damit gilt
hq [ hq [ RI7L ena1 g < 1
/1 —da /1 xdw—l—/[h]xdx//l —da Z/n —dv > Drn Zk
- -

Fiir h — oo und damit [h] — oo konvergiert diese Summe nicht [— harmonische Reihe].

Deshalb existiert der Grenzwert limyp,_, oo flh %dm nicht.

Dies lésst sich auch mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung einsehen,
denn fiir jedes h > 0 gilt

h
1
/ fdx:lnx’}ll:lnh—lnlzlnh—)oo fir h — oo.
1 X

Wir zeigen, dass der Grenzwert 0 ist. Sei dazu € > 0.

Wir zerlegen das Intervall [0, 1] in zwei Teilintervalle so, dass der Betrag des Integrals iiber
ein Teilintervall durch €/2 abgeschétzt werden kann.

Das erste Intervall soll die Liange /2 haben. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung
gibt es ein £ € [0,e/2] mit

‘/2 h* cos da:‘ = ‘g! |hé| | cos €| < fiir jedes h € (0,1).
0

<
2

Fiir € € [/2,1] gilt € > £/2. Sei nun h > 0 so klein, dass h¥/? < £/2 ist. Dann gilt nach dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung fiir ein £ € [¢/2, 1]

1
‘/ h* cos z d:):’ < (1 —¢/2)|h8| |cosé| < =

<1

Zusammen konnen wir abschéatzen

1 £ 1 < 1
‘/ hxcosxdm’ = ‘/ h” cosx d:L‘—l—/ h”® cosx dx‘ < ’/ hxcosxdx’—i—‘/ hxcosxdx‘ <e.
0 0 £ 0 £

Also ist lim fol h% cosx dzx = 0.
h—0+

— bitte wenden —



e) Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein &, € [—7/2, /2] so, dass

w/2 ) ) w/2
lim (e — 2) cos®(z) do = (ehE - 2) / cos?(z)dzx.
h—0+ —7/2 —7/2
Mit
w/2
/ cos?(z)dx = /2
—7/2
erhalten wir
w/2
lim (e(hg’)2 — 2) cos?(z) dx = (ehgi - 2) /2 b0, —m/2,
h—0+ —7/2
da h&, — 0.
Aufgabe 63

Wir berechnen zuersten die Schnittwinkel ¢4 und ¢ der Funktionen f und g mit der z-Achse. Aus
der Definition der Tangens folgt

tan(py) = ' tan(py) = ¢

und damit
@f = arctan(f’) arctan(g’).

Der Winkel ¢ ergibt sich also zu
© = @5 — pg = arctan(f’) — arctan(g’).
Falls der Winkel nicht gerade +7/2 betréigt, so kann dieser Winkel auch mit nur einer Auswertung

der Umkehrfunktion des Tangens berechnet werden. Dazu verwendet man das Additionstheorem

des Tangens, um
tanpy —tang,  f'—4
1+ tan ¢, tan g 14 flg

)
¢ = arctan S =9 .
L= fg

tan(p) = tan(py — ¢q) =

zu erhalten. Damit gilt

Aufgabe 64

a) Offensichtlich gilt ||f|lcc = 0. Zum einen ist |0 = 0. Zum anderen bedeutet ||f||cc = 0
aufgrund der Definition, dass 0 eine obere Schranke fiir {|f|(x)|z € D} ist. Damit |f(z)| =0
fiir alle z € D also f(z) = 0.

b) Offensichtlich gilt die Aussage fiir A = 0, da dann beide Seiten der Gleichung gleich 0 sind.
Es sei also im Folgenden A # 0 und M = || f||oc. Dann gilt

IAf ()] = [AILf ()] < MM
Also ist |A|M eine obere Schranke von {|Af(z)|: x € D} und damit
A flloo < IAIM = |AJ[LF]]- (1)

Da A # 0 kénnen wir (1) auf Af und § anstelle von f und A an und erhalten

1 1
1£lloo =I5 (Ao < WH/\flloo-
also
A flloo < [IAflloo- (2)
Aus (1) und (2) folgt
Aflloo = AL

— bitte wenden —



c) Essei
M = sup{|f(z)| + |g(z)||x € D}

Aus der Dreiecksungleichung fiir komplexe Zahlen folgt
|f(x) +g(z)| < |f(2x)] + |g(x) < M Vo € D.

Damit ist M obere Schranke an {|f(z) + g(z)||x € D} und damit

1f + glloo = sup{|f () + g(2)|[x € D} < M.
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