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Aufgabe 71

a) Hier kann man sofort eine Stammfunktion hinschreiben:
! 1
/ (1+2x)%dx = %(1 + 2z)* ‘0 = %(34 —1%=10.
0

b) Wir zerlegen das Intervall:

2 1 2 1 2
/ ]w—l]dw-/ \x—1|d:v+/ \x—1|dx_/ (1—x)dx+/(:n—1)dx
—2 —2 1 —2 1
1.2 1 1.2 2
:(fﬁ—ﬁfﬂ)‘ TG —if)‘l

=(1-3) - (-2-2+(2-2)~(3-1) =5.

c) Mit zweimaliger partieller Integration ergibt sich
w/2 /2 w/2
/ e” cos(z) dz = [e” cos(z)] /et / e’ sin(z) dx
w/4 w/4

w/2
= [e” cos(x) + €” sin(x)}:ﬁ — / e” cos(z) dx
w/4

und somit

7'('/2 1 1
T — [ T /2 _ (/2 _ 2 _m/4
/7r/4 e” cos(z) dx 5 [e” cos(z) + € sm(:n)]ﬂ/4 5 (e ok )-

d) Hier kann man eine Stammfunktion leicht finden:

1 T 1/t —8x
—_——dr = —= ——dx
0 9 — 422 4 Jo 24/9 — 422
1
=—5\/9—4x2‘ = 1(V5-V9)=13-V5).
0

e) Hier wenden wir die Substitutionsregel mit g(t) = v/t an. Wir ersetzen also v/t durch x und
g (t)dt = (24/t )~1dt durch dz. Dabei miissen wir auch die Integrationsgrenzen anpassen:
t = 1 entspricht x = g(1) = 1 und ¢ = 4 entspricht x = g(4) = 2.
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f)

g)

h)

Um dieses Integral zu berechnen, verwenden wir partielle Integration fiir f(z) = Inz und
¢ (z) =z. Mit f'(z) = 27! und g(x) = 2?2 folgt

[ atnads = [ )y @)de = @) - [ 1@ala)da
= %xQ lnx’i —/1 %1’21‘_1 dx = %(62 Ine—1In1) —/1 twdy
— 3¢ (s = bt - HE - 1) = ).
Sei k € Z. Wir betrachten zunéchst das Integral ohne Betrag:

km
/(14—1)7r sinw dv = = Cosx}l(c’ll)rr = —cos(km) + cos((k — 1))
= —(~DF 4 (~DF = (D) + D(-1)FT = 2=

Da die Sinusfunktion ihre Nullstellen genau in k7 mit k£ € Z hat und stetig ist, ist sin auf
dem ganzen Intervall [(k — 1)m, k7] entweder > 0 oder < 0. Folglich gilt

km km
/ |sin x| dx = ‘/ sinx dx
(k—=1)7 (k—=1)m

Die Substitution e®” = t, dt = 2xe®” dx fithrt auf

1 2 2, 2 1 € .
/ x e sin(e” ) dx = / tsintdt.
0 2 )1
Mithilfe von partieller Integration ist

e+1/€ ¢ dt [—tcost—i—sintr e +sine+cos1—sin1
— CcOSs P _— = ——=C0Ss e .
12, 2 1 2 2 2

=2.

1 [ . t
— tsintdt = —— cost
2 Jy 2

Wir substituieren zuniichst t = /z, d.h. = t2. Dann ist dz = 2t dt und aus x : 1 — 4 ergibt
sicht:1—2

4 2
/ arctany/ vz — 1dz = / arctan(vt — 1) - 2t dt;
1 1

nun substituieren wir u = v/t — 1, also t = u? + 1, dt = 2udu, t : 1 — 2 wird zu u : 0 — 1,
1 1
= / arctan(u) - 2(u? + 1) - 2udu = / (4u? + 4u) arctan(u) du .
0 0

(Natiirlich hitten wir die beiden Substitutionen auch zu einer zusammenfassen kénnen.) Dann
fiihren wir eine partielle Integration aus mit f(u) = arctan(u) und ¢'(u) = 4u> + 4u:

1
1
= (u4—|—2u2)arctan(u)‘(1)—/0 (u4+2u2)1+u2 du
1 (U2+1)2—1 1 1 1
_ _ 3 2
_3arctan(1)—/0 1+u2dU—47r—/0 (U +1)du+/0 mdu
:%77—(%uB’—i—u)‘é—l—arctan(u)‘é:%W—%—i—%w:ﬁ—%.
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Aufgabe 72
a) Wir verwenden partielle Integration mit f(z) = arcsin z und ¢'(z) =1

/ arcsin x dz = / 1 - arcsin z dx = z arcsin x — / x arcsin’ (z) dz

. € .
::carcsmx—/\/ﬁd:r::carcsmx—i—\/l—x?.
—x

b) Hier substituieren wir u = e®. Dies liefert du = e* dx und damit

eCC
e =
/62w+1 v
—1)dz, also

c) Wir substituieren u = 1 — x. Dies liefert du = (
Daul, oy, = @2 ] =32

[ r=- A
32— 201 — 2)V/2.

:%(1—1:

1
/24_1 d }u—ex = arctan(u)’u:ex = arctan(e”)

Aufgabe 73
a) Aus 0 <sin(z) < 1 fiir alle z € [0, §] folgt
2 : n+1 2 : n
apt1 = (sinz)" " dr < (sinz)"dx = a,
0 0

fiir n € Np.
2. Partielle Integration fiihrt auf

b) Essein € Nmitn >

an :/Og(sinx)"dm:/()
= [(Sinx)n_l - (—cosz)] 0 /0 (n —1)(sinz)* 2cosx - (—
% 2

(n—1) / sinz)" %(cos )% dx = (n—l)/ (sinz)" %(1 — sin® ) dz
0 0

(n—1) (/ (sinz)"~ de—/Q(sinx)"d:c) =(n—1)(an—2 —an),

0 0

i (sinz)" ! (sinz)de

cos z) dx

I
Wl

8 v

also
n—1
Ap = Ap—92 .
n
AuBerdem gilt
2 T
aoz/ lde = —
0 2
und B
ap :/2 sinx dr = [—cos:v]og = —cosy — (—cos0) =
0
c) Ist n gerade, d.h. existiert k¥ € N mit n = 2k, so gilt
n—1 n—1 n—3 n—1 n—-3 n-5 1
ap, = Op—o = . Up—g = ... = e =a
" n "2 n n—2 "t n n—-2 n—4 20
_(2/{:—1)-(2k—3)~(2k—5)-...-1E_ (2k)! ™
2k -2k —1)-2(k—2)-...-2-1 2 22k. (k)2 2°
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Ist n ungerade, d.h. existiert k¥ € NU {0} mit n = 2k + 1, so gilt

~n—1 ~n—1 n-3 _ - n—1 n—-3 n—>5
tn = S s i

_(n=1)2-(n—-3)2-(n—5)>% ....2? )

— —~ :

C(26)2-(2(k—1))%- (2(k—2))% ..o (2-1)2 2% (k)2

N (2k +1)! 2k + 1)

.7a1

Diese expliziten Darstellungen von a,, bestétigt man leicht mit Hilfe von vollstdndiger Induk-

tion.
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