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Aufgabe 74

a) Hier kann man die Regel von de ’'Hospital zweimal anwenden (jeweils ,, 22 “ und die Ableitung
des Nenners ist fiir hinreichend grofie  ungleich 0). Dies fithrt auf

sinh(z) lim cosh(z) lim sinh(x)

Jim @)~ A Snh(z) % cosh(z) (falls die Grenzwerte existieren),

hilft also nicht, den Grenzwert zu berechnen. Einfaches Kiirzen mit e® liefert aber

: xr __ ,—x 2z -
lim sinh(x) ~ im et lim 1—e _1-0

z—00 cosh(r) a—ocoe? +e ¥ a0 l4e 2 140 -

“,

b) Auch hier wenden wir zweimal hintereinander die Regel von de 'Hospital an (jeweils fiir ,,
die Ableitung des Nenners hat in der Niihe von 1 keine Nullstellen). Wegen (z%)" = (e*"?®)
z¥(zlnz) = 2*(1 + Inx) ergibt sich

0
0
/

I

¥ — . 2*(14+Inz)—1 ) 3:””(1+1nac)2+xz$ 1+1
im ——— = lim i = lim T = =-2.
=11l —x+1lnz -1 -1+ z—1 - -1

c¢) Wir versuchen, ob wir die Regeln von de I’'Hospital anwenden kénnen. Hier konvergieren
Zéahler und Nenner gegen 0, die Ableitung des Nenners ist in der Ndhe von 0 ungleich 0, aber

lim (:UQ c(?s(l/x))’ . 2z cos(l/z) — 2 sin(l/:l?)(—xflg) ~ lim 2z cos(1/z) + sin(1/x)
z—0 (sinz)’ z—0 Cos T z—0 CcoS T

existiert nicht, denn fiir z,, := ((n+ 3)m)~! hat der Bruch den Wert (—1)"/ cos z,,. Die Regel
von de ’Hospital ist nicht anwendbar; der urspriingliche Grenzwert existiert aber:

x? cos(1/x)

lim - = lim —— -2zcos(1l/z)=1-0=0.
z—0  sinx z—0 sin x
d) Zu untersuchen ist hier lim, o f(2)/g(z) fir f(z) = [ e’ dt und g(z) := z~'e*’. Wir
wenden die Regel von de I'Hospital an: Der zu untersuchende Grenzwert ist vom Typ ,, 52

(Beachte: fiir z > 0 gilt f(z) > [; 1dt = x) und wegen

f(z) =€, g (x) = a2 e 2 = (2 - :c_z)ex2

gilt: Die Ableitung des Nenners ist fiir hinreichend grofle x stets # 0 und der Grenzwert

[l e . 1
lim ; = lim ——— = lim = —
T—00 ¢ (J;) T—00 (2 — 33_2)61’ T—00 2 — 2 2

existiert. Folglich ist auch der zu untersuchende Grenzwert %
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e) Sowohl f(z) als auch g(z) streben fiir z — oo gegen co. Als Ableitungen erhalten wir f/(x) =
1 + cos?z —sin®z = 2cos? z und

d () = f(x)e + f(x)e* ™ cosz = e %(2cos® z 4 x cos = + sin z cos® z)
= "M% cosz (2cosw + x4 sinwcosz) .

Also wird ¢'(x) auch fiir beliebig groBe z durch den Faktor cosz immer wieder 0. Daher ist
die Regel von de 'Hospital nicht anwendbar. Der Grenzwert

flz) 1

lim

2300 g(x) © esinz
existiert nicht (Betrachte z.B. 2, := (n + %)), obwohl fiir jene z, fiir die ¢’(z) # 0 ist, gilt:

f(x) 2cosx 2200,
g(z)  em*(2cosx + x + sinz cos ) '

Aufgabe 75
a) Diedurch f(x) := In(1+=z) definierte Funktion f: (—1,00) — R ist beliebig oft differenzierbar.

Wegen

1 -1 2 —6
!/ " _ " — " —
24
G)(z) =
/) (1+2)
sind

f(O) :07 f/(O) = 17 f”(O) = _17 f”/(O) :2¢ f””(O) =—06

und fiir das Taylorpolynom T4(f;0) ergibt sich

T —

\

(z — 0)* =0+z+ % (—1)2? +3,2:v + 4 (—6)2*

o

241 xg—im‘l

l\.’)\»—t

Sei # > 0. Um die Abschiitzung 0 < In(1 + 2) — Ty(f;0)(z) <  2° zu zeigen, verwenden wir
den Satz von Taylor. Dieser besagt, dass es ein ¢ zwischen 0 und = gibt mit

FEAD()

f(@) =Tu(f;0)(x) + (4+1)!

($ _ O)4+1 ,

also mit

O 5

f(@) = Tu(f;0)(x) =

. . . . (5) . . . ..
Somit reicht es, die Abschéitzung 0 < f 55!(5) 20 < %xS einzusehen. Diese ist erfiillt, denn:

57 TR T4 0
f(5)(§) 5 1 24 5 1 1 5 1 5
- < = _ =
5L TR arept S5 aropt 5”7
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b)

Fiir die durch f(x) := In(2+ z) gegebene Funktion f: (—2,00) — R, die beliebig oft differen-

zierbar ist, gilt
1 1
/ _ 1 _

Also haben wir f(0) = In2 und f/(0) = % Nach dem Satz von Taylor gibt es zu jedem
x € [—1,1] ein £ zwischen 0 und z mit

: f"(€) x z’
o) = 10+ 7O+ T 2 ma s S
Daher gilt wegen ¢ € [—1, 1]
x x? x? x?
w2 || < et =

Wir konnen somit a =In2 und b =¢ = % wéhlen.

Die Funktion f: [0,1] = R, z+> e * + IJ%‘,E ist beliebig oft differenzierbar mit

. 1 . 2 o 6
f/(.%') =—€ - ma f,/(.’E) =e "+ (1 + .’17)3 ’ f///(x> =—¢ - (1 + .'IZ‘)4 :
Daher sind
e B R I NS U

und das Taylorpolynom T5( f; %) lautet

=e Pt i (e PPl - 3P R —9)%
Sei « € [0,1]. Nach dem Satz von Taylor existiert ein ¢ zwischen 3 und z mit

f(2+1) (5) (IL‘ _ %)2—&—1

f(zx) :T2(f§%)($)+ (2+1)!

9

also mit

1, 1

1) - s Hw)| = Pl o -

Wegen £ > 0 ergibt sich

O (e, Oy et 1

i+o1) "6 Tren

3! 6

demnach gilt die gewiinschte Abschétzung z.B. mit C = %.

Viel Erfolg bei der Klausur und danach schone Semesterferien!

http://www.math.kit.edu/ianal/lehre/hmletec2012w/


http://www.math.kit.edu/iana1/lehre/hm1etec2012w/

	Aufgabe 71
	Aufgabe 72

