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Aufgabe 1
a) Induktionsanfang (IA): Fiir n = 1 stimmt die Behauptung, denn beide Seiten der Gleichung
ergeben dann 1: Z,lczl k=1= w
Induktionsschluss (IS): Es sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte >, k = "(";1) (Indukti-

onsvoraussetzung, kurz: IV). Dann folgt
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b) TA: Fiirn=1ist [[L,(1+ 5 =1+ =2=2 = L

IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte [[_; (1 + ) = (71(2217;1 (IV). Dann gilt:
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c) IA: Fiir n = 1 stimmt die behauptete Aussage, denn 6! —5-1 44 = 5 ist durch 5 teilbar.

IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Behauptung, sei also 6™ — 5n + 4 durch 5 teilbar,
etwa 6" — 5n +4 = 5[ fir ein [ € Z. (IV)

Zu zeigen ist, dass dann auch 6”1 — 5(n 4 1) 4+ 4 durch 5 teilbar ist. Es gilt:
6" —5(n+1)+4=6-6"—5n—5+4=6(6"—5n+4) +25n — 25
Y6.50+25m—25=(6-1+5n—5) 5.
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Aufgabe 2

a) Wir beweisen die behauptete Identitéit durch vollstindige Induktion nach n € N.
IA: Fiir n =1 gilt 22:0 F=¢=1= % fir alle ¢ € C\ {1}.
IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte 3720 ¢* = % fur alle g € C\ {1}. (IV)
Fiir jedes ¢ € C\ {1} ergibt sich damit
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b) Sein € N. Sind w # z und z # 0, so setzen wir ¢ := %. Dann ist ¢ € C\ {1} und laut a) gilt
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Im Fall w = z lautet die behauptete Gleichung 0 = 0, diese ist offensichtlich wahr.
Wegen
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ist die Gleichung im Fall z =0
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ebenfalls fiir jedes w € C erfiillt.

c) Fir jedes n € N folgt mit der geometrischen Summenformel
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Nun seien m € Ny und r € {0,1,2,3} mit n = 4m + r. Dann gilt
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und damit
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Fiir » = 0 (also, falls n durch 4 teilbar ist) gilt
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Fiir » = 1 (also, falls n durch 4 mit Rest 1 teilbar ist) gilt
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Fiir r = 2 (also, falls n durch 4 mit Rest 2 teilbar ist) gilt
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Fiir » = 3 (also, falls n durch 4 mit Rest 3 teilbar ist) gilt

S0 =35 (G s =5 reem ()

Wir lesen ab:

. —% + ﬁ , falls n durch 4 teilbar ist
Re <Z<Z>k> _ —%1—1— 52T falls n durch 4 m?t Rest 1 te}lbar }st
P 2 5 5 falls n durch 4 mit Rest 2 teilbar ist
—% — =g Ts falls n durch 4 mit Rest 3 teilbar ist

. % — 5.2}1_1, falls n durch 4 teilbar ist
Im (Z ( 3 )k> _ % + 5% , falls n durch 4 mit Rest 1 teilbar ist
— 2 % + 5.211_1, falls n durch 4 mit Rest 2 teilbar ist
B % — 5,12n , falls n durch 4 mit Rest 3 teilbar ist

Aufgabe 3
Wir bemerken zuniichst, dass die Ungleichung = < 4 + /= — 2 nur fiir > 2 sinnvoll ist. Es gilt
r<4+Vr—2 & z—-4<Vr—2.

Im Fall x > 4 ist dies nach Aufgabe 3 dquivalent zu (man beachte z —4 > 0)

(r—4°<2z-2 o 22-8r+16<r—-2 & 22-92+18<0 & (z-3)(z—6)<0
= ($—3<Oundx—6>0) oder (x—3>0und:v—6<0)
&z € [3,6].

Da wir nur x > 4 betrachtet haben, gilt z < 4 + v/x — 2 in diesem Fall genau fiir = € [4, 6].

Fiir jedes x € [2,4) gilt  — 4 < 0 und, da die Wurzel nach Definition nichtnegativ ist, geniigt jedes

z € [2,4) der Ungleichung z — 4 < 0 < vz — 2 und somit auch x < 4 + /z — 2.

Insgesamt haben wir
r<4+Vr—2 & zxe€[26]

Aufgabe 4

a) Bsgilt: 25 =(3-149)>=(3-14)(9—6i+14%) = (3—1)(8 — 6i) = 24 — 18i — 8 + 6i%> = 18 — 26i.
Folglich hat 2% den Realteil 18 und den Imaginirteil —26. Ferner ist |23| = /182 + (—26)2 =
V1000 = 104/10. Alternativ kann man |23| auch berechnen, ohne z3 bestimmt zu haben:

23] = |2 = /32 + (-1)2° = V10 = 10/10.

b) Wir erweitern den Bruch geeignet (Standardtrick: zZ ist reell, daher ergibt 1/z =1/z-2/z =
Z/(zZ) einen reellen Nenner):

11 1 3+4i  3+i 3+i 3 1

230 3-i3+i 3-£ 10 10 10"
Also hat 1/z den Realteil 2 und den Imaginéirteil &=. Der Betrag von 1/z ist [1/z| =

\/% = /1/10 = v/10/10, alternativ: |1/z| = 1/|z| = 1/3/10 = +/10/10.

c) Es ergibt sich z-w = (3 —i)(—1+2i) = =3+ 6i +i — 2i> = —1 + 7i. Also hat z - w Realteil
—1 und Imaginirteil 7. AuBerdem gilt |z - w| = /T +49 = /50 = 5v/2 = |2| - |w|.

d) Esistz2= (3—1)° = (3+)% = 9+6i+i% = 8+6i und wegen w? = (—142i)% = 1 —4i+4i2 =
—3 — 41 ergibt sich
11 —3+4i  —3+4i  —3+4i 3 4.
w?  —3-4i —3+4 9-162 25 25 25
Z2+1/w? = (846i)+(— 5 +3:1) hat somit Realteil 8— 3 = L7 und Imaginéirteil 6+ 55 = 124
Der Betrag von z2 + 1/w? lautet |22 + 1/w?| = V1972 + 1542/25 = /2501 /5.




Aufgabe 5

a) Esgilt 22 — 2243 = (2 — 1)? 4 2. Die Gleichung 22 — 2z + 3 = 0 ist also genau dann erfiillt,
wenn (z — 1)2 = —2. Dies bedeutet z — 1 = iv/2 oder z — 1 = —i\/2, also hat die Gleichung
die zwei Losungen z1 = 1 + iv2und z9 = 1 — iV/2.

b)

Mit dem Ansatz z = a + b (a,b € R) erhalten wir

2=z &
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a? +2aib + (ib)? = a®* + b & a® 4 2aib - V* = a® + b?
a’>—b>=a?>+b%>und 2ab =0

—2b% = 0 und (azOodersz)

b=0 und (azOoderb:O)

b=0.

[In (%) verwenden wir, dass zwei komplexe Zahlen genau dann gleich sind, wenn sie den selben
Real- und Imaginérteil besitzen.]
Also ist 22 = |z|? genau dann erfiillt, wenn Im(z) = 0 bzw. 2 € R ist.



