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Aufgabe 1

a)

Offenbar gilt
Aoy = (1 + (—1)2”)2n =(1+1) =22 fiir alle n € N.

Also ist (a,) nicht nach oben beschrénkt, daher ergibt sich lim sup(a,) = co. Weiter gilt

n—o0
agnir = (L4 (D))" =@ — )2+ =0 firalleneN.

Damit ist 0 ein Haufungswert der Folge. Weitere Haufungswerte gibt es nicht, denn zu jedem
anderen Punkt kann man eine so kleine Umgebung wihlen, dass nur endlich viele Folgenglieder
ap in ihr liegen. Somit ist lim inf(a,) = 0.

n—oo

b) Wegen 1+1/2" - 1und 2+ (n+1)/n =2+ 14 1/n — 3 fiir n — oo ergeben sich hier die
drei Haufungswerte 1, 2 und 3. Damit gilt liminf(a,) = 1 und limsup(a,) = 3.
n—00 n—00
Aufgabe 2
a) Wegen a,, = f—fl = 142; konvergiert (ay,) fiir n — oo gegen 2.
Fiir jedes n € N ist
2n —2(n+1 2
lan, — 2] = ( ) = .
n+1 n+1
Daher ergibt sich
2

b)

2
la, — 2| <e < <e & n>g—1.

n—+1

Sei € > 0 beliebig. Wahle ng € N mit ng > % — 1. Wie eben gesehen, gilt dann |a, — 2| < ¢
fiir alle n > ng. Also konvergiert (a,) gegen 2.

Ist ¢ = 10719, so kann man beispielsweise ng = 2 - 10'° > 2. 10'% — 1 nehmen. Damit gilt
lan, — 2| < 10710 fiir alle n € N mit n > 2100,
Die Folge (a,) ist eine Nullfolge: Es gilt |a,| < 1 fiir alle n € N. Fiir € € (0, 1) ist

1

1 1 1 2
an| = ———=—=<eo\Vn+tl+l>-aVn+l>5-1len>(5-1) —L
\/7’L+1+1 g £ €

Hieraus folgt: Wahlt man zu einem vorgegebenen ¢ > 0 ein ng € N mit ng > (E% —1)2 -1,
dann gilt |a, — 0| = |a,| < € fir alle n > ng, d.h. (a,) konvergiert gegen 0.

Etwa fiir ng = 1049 ist |a,, — 0] < 10710 fiir alle n > 100 erfiillt.



Aufgabe 3

a) Diese Folge ist konvergent, denn es gilt

n*4+3n—-4  1/n+3/n?—4/n® ns00 0+0—-0
L+nZ2+4n3  1/n3+1/n+4 04+0+4

b) Wegen ag, =1+ % — 1 (n— o00) und agpy1 = -1+ Tlﬂ — —1 (n — o0) besitzt die Folge
(an) die zwei Haufungswerte 1 und —1. Daher ist (a,) divergent.

c) Wegen (u—v)(u+v) =u?—v?% also u—v = (u? —v?)/(u+v) fiir u+ v # 0, ergibt sich

249994 1—9n2 on+1

4 = Jon? ton 11 _gn= o ttloOnT n+
VInZ+2n+14+3n VIn2+2n+1+3n
_ 2+1/n n—00 2 1
VI+2/n+1/n%+3 V9+3 3

d) Der binomische Satz 4.11 (2) liefert fir jedes n € N

42
42 42
(1+n)4222<k>nk:ag+a1n+...+a4gn4z, wobel ay, = (k>
k=0

Wegen ays = (g) = 1 ergibt sich (1 +n)* —n*? = ag +a1n + ... + agn!. Folglich ist

_aptoan+t...+ agon®® + aynt

A, =
n Al

ap | o Q40 n—o0 42 42

e) Wir verwenden die geometrische Summenformel 4.11 (1)

m—1
u™ — 0™ = (u—v) u

k=0

mel=kpk — (u— o) (W™ a0+ w24 0™ (%)

fir m = 10. Setzen wir by, := V1 +3n=4+n=9, so gilt fir allen € N

) 4 b0 — 110 nt(Bn=t +n=9) 3+n°

4
ap =n"(bp—1) = n”- = = .
" (ba=1) WO +b8 4. . +by+ 1 b+ b+l BB b+
Wegen b,, — 1 folgt an—>1%(n—>oo).

f) Fiir jedes n € N gilt

3=14/3"<a, < V343" =42.30=3. 2.

Wegen /2 — 1 (n — o00) folgt mit 6.3 (4): li_}m an = 3.
n—oo

Aufgabe 4

a) Es sei (an)nen eine konvergente Folge mit limy, o0 @, =: @ und (ay(n))nen eine Teilfolge von
(an). Wir zeigen, dass (ay(,)) konvergiert und lim ay,) = a gilt.
n—oo

Sei € > 0.

Wegen a,, — a fiir n — oo existiert ein ng € N so, dass fiir alle n > ng gilt: |a, —a| < e.
Wegen k(n) < k(n + 1) fiir alle n € N existiert ein N € N mit k(N) > ny. Fiir alle n € N
mit n > N ist dann k(n) > k(IN) > ng. Demzufolge gilt |ay,) — a| < ¢ fiir alle n > N, d.h.
(ak(n)) konvergiert gegen a.



b) Die Folge (an)nen besitze eine divergente Teilfolge (aj(n))nen. Zu zeigen ist, dass dann auch
(an) divergent ist.

Wir fithren einen Beweis durch Widerspruch. Annahme: (a,) konvergiert.

Dann konvergiert laut a) jede Teilfolge von (ay). Dies ist jedoch nicht moglich, weil voraus-
gesetzt wurde, dass (a,) eine divergente Teilfolge besitzt. Also ist die Annahme falsch, d.h.
die Folge (a,) divergiert.

c) Sei (an)nen eine Folge. Im allgemeinen folgt aus der Konvergenz von (asg,) und (agy,+1) nicht
die Konveregnz von (ay,).

Ist etwa die Folge (an)nen gegeben durch a,, = (—1)". Dann konvergieren die beiden Teilfolgen
(agn) und (agp+1) fiir n — oo. Jedoch ist (a,) divergent.

d) Sei (ay) eine Folge. Behauptung:
(an) konvergiert <= (a2n), (a2n+1) und (as,) konvergieren.

“=": Die Folge (a,)nen konvergiere. GeméB a) konvergiert dann auch jede Teilfolge von (ay,).
Insbesondere sind die drei Teilfolgen (ag,), (a2n+1) und (as,) konvergent.

“<": Nun ist die Konvergenz der drei Teilfolgen (a2, )nen, (@2n+1)neny und (asp)nen voraus-
gesetzt. Zu zeigen: (a,)nen konvergiert.

Wir setzen lim ag, =: a, lim agy4+1 =: b, lim as, =: c und wollen zuerst a = b = ¢ zeigen.
n—oo n—oo n—oo
Da (ag,) Teilfolge von (agy,) ist und (ag,) konvergiert, konvergiert (ag,) gegen lim ag, = a.
n—0o0
Da (ag,) Teilfolge von (asy) ist und (as,) konvergiert, konvergiert (ag,) gegen lim as, = c.
n—oo
Hieraus folgt aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwerts a = c.

Durch Betrachtung von (agn+3) ergibt sich analog b = c.

Wir wollen nun zeigen, dass (a,) gegen a konvergiert. Sei dazu € > 0. Wegen ag, — a fiir
n — oo gibt es ein ng € N mit

lagy, —al < e fiir alle n > ng,

woraus
lam —a| <& fiir alle geraden m > 2ng

folgt. Wegen aoy, 11 — b = a gibt es ein n; € N mit
laon+1 —a| < e fiir alle n > nq,

woraus
lam —al < e fiir alle ungeraden m > 2n; + 1

folgt. Demnach gilt fir alle m € N mit m > max{2ng,2n; + 1}
lam —a| < e,

d.h. (a,) konvergiert und zwar gegen a.

Aufgabe 5

Die Folge (a;) sei durch die Rekursionsvorschrift
a1:\/§, n+1 =V2+a, firneN

gegeben. (Offenbar sind alle a,, > 0; also kann man die Wurzel ziehen.)
1. Beh.: Die Folge (a,) ist monoton wachsend, d.h. fiir alle n € N mit n > 2 gilt a,, > a—1.

Induktionsanfang: Fiir n = 2 gilt ao = /2 + V2> V2 =aq.



Induktionsschluss: Es sei n € N mit n > 2. Fiir dieses n gelte a,, > a,—1 (IV). Dann folgt

v
Un+1 = \/2 +ap 2 \/2 + an—1 = apn.

2. Beh.: Die Folge (a,,) ist nach oben durch 2 beschrinkt, d.h. fiir alle n € N gilt a,, < 2.
Induktionsanfang: Es gilt a; = v/2 < 2.
Induktionsschluss: Sei n € N. Fiir dieses n gelte a,, < 2 (IV). Dann folgt

v
an+1 =V2+a, < V2+2=2.

Da (a,,) monoton wachsend und nach oben beschrénkt ist, konvergiert (a,,) gegen einen Grenzwert
a € R. Da die Folge (an+1) eine Teilfolge von (ay) ist, gilt nach Teil a): lim;,,_y0 @p+1 = a. Durch
den Grenziibergang n — oo in der Rekursionsformel ergibt sich fiir ¢ die Gleichung

a= lim apy; = lim v2+4a, =,/2+ lim a, =vV2+a.
n—o0 n—oo n—oo

Quadrieren liefert a? =2 +a bzw. 0 = a?> —a —2 = (a — 2)(a + 1), also a = 2 oder a = —1. Wegen
ap = 0 fiir alle n € N folgt a > 0 (vgl. 6.3 (3)). Daher ist a = 2 der Grenzwert von (ay,).



