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Aufgabe 1
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a) Firn € N setze a,, = (322),17“ Wegen
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Nach dem Wurzelkriterium konvergiert die Reihe »°°7 | a,,. Ihr Wert ist
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b) Nach dem binomischen Satz gilt fiir jedes n € Ny
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Wir haben also eine geometrische Reihe vor uns; wegen \%] < 1 ist sie konvergent und hat
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Aufgabe 2

a) Die Bernoullische Ungleichung liefert 2" = (1 4+ 1)" > 1+ n > n fir alle n € N, d.h. es ist
stets {/n < 2. Somit ergibt sich fiir alle n € N
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Bekanntlich konvergiert > °° ) 1 (mit Reihenwert e), also ist auch o | b, konvergent, und
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die absolute Konvergenz der Reihe ) ° nn—‘/,ﬁ folgt mit dem Majorantenkriterium.

b) Fiir n > 3 ist der Nenner positiv und es gilt
n+4 > nt+0 1 >0
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Aus der Divergenz der harmonischen Reihe

Divergenz von 2211 n2ﬁ§rs+1'

folgt mit dem Minorantenkriterium die
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c) Ista,:= % gesetzt, so gilt fiir alle n € N
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Also ist limsup,, |aZ:1| = limy 00 |aZ:1| = (25_1()";?2)_7_0) = % < 1. Das Quotientenkriterium

liefert, dass ) -7, an absolut konvergiert.



Aufgabe 3

a) Offenbar ist a; =2 > 0. Fiir n > 1 gilt wegen n > /n
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PR Gl AL L S N )
n

vn n ~vn n n

Die Konvergenz von (a,) gegen 0 ist klar wegen 1//n = 0 und 1/n =—>% 0,
b) Fiir jedes N € N gilt
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Die erste Summe ist die N-te Partialsumme der Reihe » > \f) , die nach dem Leibnizkri-

N (1))
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oben beschriankt, d. h. es gibt eine Konstante C' mit 22;1 (:/1%” < C fiir alle N € N. Es folgt

terium konvergiert; insbesondere ist die Folge ihrer Partialsummen (Z nach

N
1
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Aufgrund von Zn 1711 — oo fir N — oo folgt hieraus sy Nzoo, —o00, d.h. die gegebene

Reihe Y7 | (—1)"a,, ist tatséchlich divergent.
c) Das Leibnizkriterium ist nicht anwendbar, weil die Folge (a,) nicht monoton ist.

d) Zunichst zum Quotientenkriterium: Fiir ungerades n € N gilt
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Fiir gerades n € N dagegen ergibt sich
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Es gilt also lim sup(by,+1/b,) = 0o > 1 und liminf(b,,1/b,) = 0 < 1. Das Quotientenkriterium
liefert somit keine Entscheidung.

Das Wurzelkriterium kann dennoch eine Entscheidung bringen, und so ist es in diesem Falle
tatséchlich. Fiir gerades n € N gilt nédmlich
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d.h. es gilt limsup {/|b,| > % > 1, und dies impliziert die Divergenz der Reihe.

Aufgabe 4

a) Esseip e N fest sowie (ap)nen, eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Um die Konvergenz
von Y 7 ((an — anyp) zu beweisen, betrachten wir die Folge der N-ten Partialsummen (sy)
und zeigen, dass diese fiir N — oo konvergiert. Fiir jedes N € N mit N > p gilt
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Wegen limy o0 an4+1 = a,limy o an42 = a, ..., limy_oc an4p = a folgt
N
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Demnach konvergiert > >° (@, — ap4p) und es gilt
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b) i) Seip € N fest. Fiir jedes n € Nmit n > p+ 1 gilt
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Damit ergibt sich

f: 1 1 ( 1 1 )k =n—(p+1) 1 i< 1 1 )
R el — - —
n:p—i-ln p 2pn:p+1 n—p n—+p 2pk:O k+p+1—p k+p+1+p

1 Z( 1 1 > 1 i( ) " 1
2pk:0 k+1 k+2p+1 2pk:0 k+1

Da die Folge (ak)ren, gegen a = 0 konvergiert, liefert der a)-Teil, dass die Reihe

Yo i1 ng konverglert und
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ii) Seiz € R\ {—1,1}. Mit Hilfe von —l_ny = ﬁ - ﬁ (fiir y = 22") erhalten wir
oo on o0 oo
T 1 1 . 1
ZW _ Z(l — = _WH) = (an —@np1) mit an = .
n=0 n=0 n=0

Die Folge (ay) ist konvergent mit Grenzwert 1, falls |z| < 1, und Grenzwert 0, falls
|z| > 1. GemiB a) konvergiert die Reihe Y > (@, — an+1) und ihr Wert lautet
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Aufgabe 5

Sei ¢ € (0.1). Die geometrische Reihe >~ >7 ; ¢" ist absolut konvergent und es gilt nach einem Beispiel
in Abschnitt 7.10 der Vorlesung
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Diese Reihe ist als Cauchyprodukt absolut konvergenter Reihen ebenfalls absolut konvergent. Indem
man das Cauchyprodukt dieser Reihe mit Y 2/ ¢™ bildet, ergibt sich

() e (B (Ze)- Z(iw“’“)

n=0 “k=0

:Z(q”Z( ) Z%n—kl (n+2)¢"
n=0 k=0 n=0
Fiir die gegebene Reihe erhalten wir daher
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