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6. Übungsblatt

Aufgabe 1

Zeigen Sie, dass für alle k ∈ N0 und für alle z ∈ C mit |z| < 1

∞∑
n=0

(
n+ k

n

)
zn =

1

(1− z)k+1

gilt und dass diese Potenzreihe den Konvergenzradius R = 1 besitzt. Berechnen Sie nun für |z| < 1
die Werte der Reihen

∞∑
n=1

n2zn und

∞∑
n=1

(2n+ 1)z2n .

Hinweis: Für n ∈ N gilt n2 = (n+ 2)(n+ 1)− 3(n+ 1) + 1 und 2n+ 1 = 2(n+ 1)− 1.

Aufgabe 2

Welche Funktionen C → C werden durch die folgenden Potenzreihen dargestellt?

a)

∞∑
n=0

n− 1

(n+ 1)!
zn b)

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
(z + 1)2n+2

Aufgabe 3

Für welche x ∈ R bzw. z ∈ C konvergieren die folgenden Potenzreihen?

a)

∞∑
n=2

2n+ 1

(n− 1)2
xn b)

∞∑
n=1

1

nn
(z − 2i)n

c)

∞∑
n=1

en(1+(−1)n)x2n d)

∞∑
n=1

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

n

)
zn

e)

∞∑
k=0

2kzk
2

f)

∞∑
n=1

(z + 3i)n

n2

Aufgabe 4

a) Beweisen Sie den Cauchyschen Verdichtungssatz:

Sei (an)n∈N eine monoton fallende, reelle Folge mit an > 0 für alle n ∈ N. Dann gilt:

∞∑
n=1

an konvergiert ⇐⇒
∞∑
k=0

2ka2k konvergiert.

Folgt dies auch, wenn man statt der Monotonie nur an > 0 für alle n ∈ N voraussetzt?

b) Es sei α = p
q ∈ Q, wobei p ∈ Z und q ∈ N. Setze für x > 0: xα := q

√
xp. Zeigen Sie mit Hilfe

von Teil a), dass die Reihe
∑∞

n=1
1
nα genau dann konvergiert, wenn α > 1 ist.
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