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Aufgabe 1

Sei z € C mit |z| < 1. Wir zeigen mit vollstédndiger Induktion:

oo
Fiir alle £ € Ny ist Z (":k) 2" absolut konvergent, mit dem Wert

vt (1 _ Z)k+1'

Induktionsanfang: Fiir & = 0 haben wir wegen (":k) = () =1 die geometrische Reihe Y >° 2"

vor uns. Diese ist bekanntlich absolut konvergent und hat den Wert —

n+k

" )z" absolut, mit dem

Induktionssehluss: Sei k € Ny beliebig. Fiir dieses k konvergiere > o (

Wert m (IV). Wir bilden das Cauchyprodukt der zwei Reihen
i ("Hh)=" = 1 1 T und i 2=
n=0 ( N Z) n=0

Nach Induktionsvoraussetzung ist die Reihe Y > ("Ik) z" absolut konvergent und, da auch die
geometrische Reihe )7 ;2™ absolut konvergiert, ist das Cauchyprodukt der Reihen nach Satz 7.10

absolut konvergent und hat als Wert das Produkt der beiden Reihenwerte:
1 _ 1 1_ oon—i-kn oon_oo nm+kmn—m
T = e e = (S 0) (2] = (X e
=3 (> )

Die Induktionsbehauptung ist also gezeigt, wenn wir noch > )" (m;;k) = (”t’f“) fiir alle n € Ny
beweisen. Dazu verwenden wir vollsténdige Induktion nach n € Ngy:

Induktionsanfang: Fiir n = 0 steht links (k) = 1 und rechts (k'gl) =1.
Induktionsschluss: Sei n € Ny. Fiir dieses n gelte . (m+k) = (”t’j“) (IV). Dann folgt

m
n+1 n

I 4.10
Do =30 () () = D (U E () = (.
m=0 m=0

Da die Potenzreihe ) (”Ik) 2" fiir alle z € C mit |z| < 1 absolut konvergent ist, ergibt sich
fiir ihren Konvergenzradius R > 1. Zudem ist (”:k) > 1, also limsup,, (":k) Hn > 1 und damit
R < 1. Folglich gilt R = 1.
Wegen (":1) =n+1und (”:2) = 1(n+2)(n+1) fiir alle n € Ny wissen wir nun
- 1 - 2
1 —_— d 2 1 —_—
ngo(n—l— )z" BRCEE un ngo(n+ )(n+1)2" B

Daraus folgt dann wegen n? = (n +2)(n + 1) — 3(n + 1) + 1 fiir jedes z € C mit |z| < 1

in Zn Zn+2)n+1 3Zn+lz —1—22
n=1 n=0

2 3 1 2—3(1—z)+(1—z)2 224z

1-2)3 (1-22 1-—2z (1—2)3 o (1—-2)3




und wegen 2n +1=2(n+1) —1

o o
Z(2n+1 =—z +22n+1 :—1+2Zn+1 Z( Zyn
n=1 n=0
_ 14 2 1 :—(1—z)+2—(1—z2):3z — 24
(1—-22)2 1-—22 (1—22)2 (1—22)2°

Aufgabe 2

a) Die Reihe léasst sich als Differenz zweier Potenzreihen darstellen:

[e.e] o0 o oo
n-1 nt1-2 1, 2
— "= —— 2" = —2" =y — 2",
Z | Z | Z | Z |
= (n+1)! = (n+1)! = n! = (n+1)!

Die erste Reihe ergibt E(z), die zweite liefert fiir z = 0 den Wert 2 und fiir z # 0 gilt

o e}

2 n_2 1 _
2T T i Zk'—; 29 -1).

Insgesamt folgt: Die von Y >2 ), z" dargestellte Funktion f : C — C ist gegeben durch

n=0 n+1
FO) =EQ) —2= 1, f)=mB(-EEZ2_EZAE@T2 )

v z

b) Hier ergibt sich geméf der Reihendarstellung der Sinus-Funktion fiir jedes z € C

iﬂ( §1)22 = (z+1)§:ﬂ(2+1)2n+1 (z+ 1)sin(z+1).

|
o (2n +1)! o (2n+1)!
Aufgabe 3
a) Fiir a, := (2n+1)/(n —1)? gilt
lan|  2n+1 n*  2+1/n 1 00 271
lant1] (m—1)2% 2n+3  (1-1/n)2 2+43/n 2
Die Reihe hat daher den Konvergenzradius 1. Wir miissen nun noch die Rénder des Konver-
genzintervalls, also x = —1 und x = 1, untersuchen. Dies liefert die zwei Reihen
o0 oo
2n+1 2n+1
S g S 2L
1y 1y
n=2 (n 1) n=2 (n 1)

Die Konvergenz der ersten Reihe wird durch das Leibnizkriterium garantiert, denn

oo 2ntl _2n-1)+3 2 3 2+3 43 _
"T =12  (n—-12  n-1 (n—1)2 n2 ot

Die zweite Reihe hingegen divergiert wegen a,, > 2n/n? = 2/n und des Minorantenkriteriums.
Insgesamt: Die Reihe konvergiert nur fiir x € [—1,1).

b) Wegen /[1/n"| = 1/n == 0 hat diese Reihe den Konvergenzradius oo, d. h. sie konvergiert
fiir alle z € C.

c) Die Reihe hat die Form Zziz apz® mit ag, = en(H(=D") ynd asn+1 = 0 fiir alle n € N. Somit

ist
2n/2n _ de
2n _ 2n n(l—l—(—l)") _ (& =€, n gera )
R T A

2



und wegen *"{/|agn+1| = 0 fiir alle n € N folgt lim sup,_, . {/|ax| = e, d.h. die Potenzreihe
hat den Konvergenzradius e~!. Fiir 2 = ¢! ergibt sich die Reihe

o

Z 6n(l—l—(—l)”)e—Qn .

n=1

Diese Reihe ist divergent, da fiir gerades n gilt: e+ (=D e=2n — e2ne=2n — 1 4 () (n — o0).
Die Potenzreihe konvergiert daher nur fiir x € (—e~!,e™1).

Bemerkung: Man kann auch y := 22 setzen und Sy eI+ (=1)")yn hetrachten. Diese Reihe
hat Konvergenzradius e~2, d.h. sie ist konvergent fiir |y| < e~2 und divergent fiir |y| > e~2.
Hieraus folgt dann Konvergenz fiir |z| < e~! und Divergenz fiir |z| > e~L.

d) Fira, :=1+1%+... 4+ 21 gilt offenbar 1 < a, < n. Wegen {/n LEN folgt hieraus
2 n

/an] =2 1. Die Potenzreihe 3.°° | a,2" hat also den Konvergenzradius R = 171 = 1.

Fiir |2| = 1 konvergiert die Reihe nicht, denn dann gilt |a,2"| = ap, —— oo, d.h. die

Reihenglieder konvergieren nicht gegen 0. Konvergenz der Reihe liegt also nur fiir |z| < 1 vor.

e) Auch diese Potenzreihe hat den Konvergenzradius 1, denn

0 <1
Yl2hak] = VR {1 = ofat 22 { ’ H N
oo, |z| > 1.

Auf dem Rand des Konvergenzkreises liegt keine Konvergenz vor, denn fiir |z| = 1 gilt
|2k 2+ = 2% - 0 (k — 00). Die Reihe Y reo 2k 2 konvergiert somit nur fiir |z| < 1.

f) Fiir den Konvergenzradius R von »_ 7, (Ztl?;i)n =30 an(z + 30)" mit a, := # ergibt sich
wegen
1
limsup V/|ay| = limsup —— =1
n%oop ‘ n‘ n*>00p (%)2

R = 17! = 1. Die Potenzreihe > °° (30" Lonvergiert also fiir 2 € C mit |2+ 3i] < 1 und

n=1 n2

divergiert fiir z € C mit |z + 3i| > 1. Fiir z € C mit |z + 3i| = 1 gilt

B |z+3i]”_i
= 2 2

(z 4 3i)"
=

fiir jedes n € N.

n n

Wegen der Konvergenz von » -, # ist die Reihe Y 7, (Ztl?;i)n fiir |z + 3i] = 1 nach dem

Majorantenkriterium konvergent. Also konvergiert die Reihe genau fiir z € C mit |z + 3i| < 1.

Aufgabe 4

a) Sei (ap)nen eine reelle Folge mit ap4+1 < ap, und a, > 0 fiir alle n € N. Dann gilt:

o oo
Zan konvergiert — Z2ka2k konvergiert.
n=1 k=0

Beweis:

“=7": Sei > °° | a,, konvergent. Wir setzen b := > | a,,. Um die Konvergenz von > 7% ; 2Fax

zu zeigen, miissen wir begriinden, dass die Folge (sx)gen := (Z;I::o 2% a0 ) gen fiir K — oo
konvergiert. Da (a,) monoton fallend ist, gilt fiir jedes K € N

1
b > ar+as+(az+as)+(as+.. . +ag)+.. . +(agx-1,1+. . .Fagx) = §a1+a2+2a4—|—. . .+2K*1a2K.

Also ist sg = a1 +2as+4as+.. .+2Ka2;< < 2b fiir jedes K € N, d.h. (si)gen ist beschrinkt.

Wegen a,, > 0 fiir alle n € N ist (sx)gen monoton wachsend.



b)

Nach Satz 6.4 ist (sx)xen konvergent, d.h. Y72 2Fa,. konvergiert.

“<”: Nun konvergiere Y 70 2¥ayr. Wir schreiben wie zuvor (sx)xen = (Zszo 2% aor ) N
Nach Voraussetzung ist (sx) konvergent, etwa sxg — s (K — 00).

Ist by := ny:l a, fir N € N gesetzt, so gilt fiir jedes K mit 28 > N

by =a1+a2+...+any < a1+ (aa+a3)+ (as+...+a7)+...+ (a3 + ...+ agr+1_1)
<a1+2a2+4a4+...+2Ka2K =5sKg < S.
Also ist (by) beschrankt. Da (by) iiberdies monoton wachsend ist, liefert Satz 6.4 die Kon-
vergenz von (by), d.h. > 07 | a, konvergiert.

Setzt man statt der Monotonie nur a,, > 0 fiir alle n € N voraus, so ist die Aussage i.a. falsch.
Ist beispielsweise die Folge (ay)nen gegeben durch

I

{ 1/n  falls n = 2% fiir ein k € Ny
an =
0 sonst

also (a,) = (1, %, 0,%,0,0,0, %, 0,0,0,0,0,0,0, %, ...), dann konvergiert > °° | a, = > 50,27,

jedoch ist Y 52 2%as = Y 5o, 1 divergent.

Fiir a € Q setze a, := -%. Dann geniigt (a,) den Voraussetzungen von Teil a). Dieser liefert

1 0 0 X ok e 1 k
Z vl Z an, konvergent & Z 2K o = Z (2F)e = Z<2a_1> konvergent
k=0

n=1 n=1 k=0 k=0

geom, Reihe
-

1
‘F‘<1 = a—1>0 <~ a>1.



