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Aufgabe 1
Sei k € Z. Um zu beweisen, dass die Funktion arcsiny, : [~1,1] — [25-1 7, 225 7] die Umkehrfunk-
tion der bijektiven Funktion sin : [L;l T, 2’“2—“ 7| — [—1, 1] ist, zeigen wir

2%—1 __ 2k+1

(a) arcsing (sing (z)) fiir alle z € [25-1 7, 255 7] und

=x
(b) sing (arcsing (y)) = y fir alle y € [—1,1].
Vorbemerkung: Fiir alle u € R gilt nach dem Additionstheorem fiir Sinus
sin(km + u) = sin(k7) cos(u) + cos(km) sin(u) = (—1)" sin(u) . (1)

Zu (a): Sei x € [%T_l T, % 7] beliebig. Schreibt man x = km 4w« mit v € [~7F, 7], dann ergibt sich

arcsing (sing (x)) = arcsing(sin(x)) = kr + (—1)* arcsin(sin(z)) = kr + (—1)F arcsin(sin(k7r + u))

Q) km + (=1)* arcsin((—1)* sin(u)) = kr 4+ (=1)*(=1)* arcsin(sin(u))

=krtu=u=x (daw e [-F,3]).
Zu (b): Fiir jedes y € [—1,1] gilt
siny, (arcsing (y)) = sin(arcsing(y)) = sin(kr + (—1)* arcsin(y))

) (—l)k sin((—l)k arcsin(y)) = (—1)2’C sin(arcsin(y)) = y.

—

Um zu beweisen, dass die Funktion arccosy : [—1,1] — [km, (k + 1)w] die Umkehrfunktion der
bijektiven Funktion cosy : [k, (k 4+ 1)7| — [—1, 1] ist, zeigen wir

(c) arccosy (cosg(z)) = fiir alle z € [k, (k + 1)7] und

x
(d) cosg (arccosg(y)) =y fiir alle y € [—1,1].

Wir verwenden (vgl. 9.2 (7))

sin(x 4 §) = cos(z) bzw. sin(y) = cos(y — §) fir alle z,y € R. (2)
Zu (c): Sei x € [km, (k 4 1)n] beliebig. Dann ist x + § € [km + T, (k + 1)7 4+ T], und es gilt

2
arccosy (cosy(z)) = arccosi(cos(z)) = arcsingy1(cos(z)) — 5 & arcsing 1 (sin(z + 3)) — 5

=r+5—5==1 (nach (a),da x+ § € [2(k+21)_1 , 2(k+21)+1 7]).

Zu (d): Fiir jedes y € [—1,1] gilt

cosy,(arccosy (y)) = cos(arcsing11(y) — ) @ sin(arcsingy1(y)) L Y.



Aufgabe 2
a) Seiy > 0. Fiir jedes x € [0, y] gilt
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Da diese Potenzreihe um die Entwicklungsstelle 0 den Konvergenzradius co besitzt, folgt nach
Abschnitt 10.11 der Vorlesung
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b) Es gilt fiir alle z € R
sin?z = $(1 — cos(22)) .

Deshalb erhélt man mit Beispiel 10.11 (2)

/0 sin21:dac:/0 %(1003(2x))d:c:§/0 ldz:%/o cos(2x)dx:g—%sm(22”) =z.

Wegen sin? 2 + cos? x = 1 fiir alle « € R folgt hiermit
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Aufgabe 3

1. Schritt: f,g € R[a,b] = f+ g € R[a,b] und f:(f—i—g) dx = f;fdx—i- f;gd:c.

Seien Z1, Zs beliebige Zerlegungen von [a,b] und Z := Z; U Zy = {9, x1,...,2p} mit a = x9 <
1 < T9 < ...<xp=>b Wegen

inf(f + g)([zj-1,2;]) = inf{f(z)+g(x): =€ zj_1,z;]}
Satz 4.6 (2)
> inf{f(x) +g(z): =& € [xj_1,2/]}

AS2 UMt 4 e (@) - @ € [yt 2]} + inf{g(®) : F € [ejo1,25])

_ inf f([z;-1,2;]) + inf g([zj-1,25])
gilt
srra(2) =D inf(f + g)([wj—1,25)) - (25 — 251)
j=1
> Zinff([acjfl,xj]) . (IL‘]’ — l’j—l) + Zinfg([ﬂﬁjfl,fﬁj]) : (xj - xjfl)
j=1 Jj=1

Satz in 10.1
=s5(2)+s9(2) = sp(Z1) +s9(Z2).



Aufgrund von syi4(Z) < sup{ ss14(Z’) : Z' ist Zerlegung von [a,b] } = 544 folgt
Sftg = 8£(Z1) + 54(22) -
Da Z; eine beliebige Zerlegung von [a, b] war, ergibt sich
Sf+g 2 81+ 89(Z2).
Da Z3 eine beliebige Zerlegung von [a, b] war, ergibt sich
Sfyg = Sf+ Sg. (3)

Fiir das obere Integral wollen wir durch eine @hnliche Rechnung die Abschétzung Sy, <S¢+ Sy
einsehen. Wegen

sup(f + g)([xj—1,7;]) = sup{f(z) +g(x): = € [xj_1,2)]}
Satz 4.6 (2)
< sup{f(z) +g(%) : =, 7 € [zj_1, 7]}

AB 2 bt (f(a) : ae [zj—1, 2]} +sup{g(2) : T € [zj1, 75]}

= sup f([zj-1,2;]) + sup g([z;-1, 7])
gilt
Srig(Z) =Y sup(f + 9)([wj-1,75]) - (x5 — wj1) < Sp(2) + S4(Z) < S§(Z1) + Sy(Za)
j=1
woraus wegen Syyq(Z) > inf{ Syy4(Z') : Z' ist Zerlegung von [a,b] } = Spiq
Stg < Sf(Z1) + So(Z2)
folgt. Analog wie zuvor schlieflen wir hieraus
Si+g <S5+ 5. (4)
Da stets spiq < Syyq gilt, erhalten wir

‘4 f9€Rlad 3)
Sp+g S Sp 877 =" 85+ 89 < 8p49 < Spig

also iiberall “=". Somit ist f + g € R[a,b], und es gilt

b b b
/(f—l—g)dw—ng—Sf—i-sg—/ fdaH—/ gdx.

2. Schritt: @« > 0, f € R[a,b] = af € R|a,b] und ff(af) dr = oszfd:n.
Sei « > 0 und f € RJa,b]. Fiir jedes Teilintervall [y, z] von [a, b] gilt

sup(af)([y, 2]) = sup{af(z) : x € [y, 2]} = a sup{f(z) : = € [y, 2]} = o sup f([y, 2])
und

inf(af)([y, z]) = inf{af(z) : x € [y, 2]} = a inf{f(z) : z € [y, 2]} = o inf f([y, 2]).
Damit folgt sofort aus der Definition der Ober- und Untersumme fiir jede Zerlegung Z von |a, b]

Saf(Z) = aS¢(Z) und Saf(Z) = asf(Z).
Hiermit ergibt sich
Saf = sup{asf(Z) : Z ist Zerlegung von [a,b]} = asy

feRlat] aSy = inf{aSy(Z) : Z ist Zerlegung von [a,b]} = Suf .



Also ist aof € R|a,b], und es gilt

/ab(af)dx:a/abfdx.

3. Schritt: f € R[a,b] = — f € Rla,b] und fab(—f) dr = —fabfd:c.

Sei Z = {0, %1, ..., @0} Mit @ = ¢ < #1 < T2 < ... < T, = b eine beliebige Zerlegungen von [a, b].
Dann gilt
s-1(Z) = i:liﬂf(—f)([ﬂcj—hfﬂj]) gy —wja) = iinf{—f(w) w € [} - (2 — o)
p i
=3 () € oy} (= a50) = = D S ) - ) = =552
und " -
S-1(2) = ilsup(—f)([%—héﬂj]) (g — i) = —ilinff([ﬂfj—h%]) (25 —wj) = —55(2) -
o p

Hiermit ergibt sich

s = su{-S4(2): Z ist Zerlegung von [a,b]} = S

feRlab) —sy =inf{—s4(Z) : Z ist Zerlegung von [a,b] } = S_;.

/ab(—f)da::—/abfda:.

4. Schritt: a < 0, f € R[a,b] = af € R[a,b] und f:(af) dr = ozf:fdm.

Seien o < 0 und f € Ra,b]. Wir benutzen die Darstellung o = (—1) - |o|. Aus dem 2. Schritt folgt
la|f € R[a,b] und ff(|a|f) dxr = |o fffdac. Hieraus ergibt sich mit dem 3. Schritt: —|«|f € R|a, b]
und f;(—|a]f) dx = —|a f;fda: bzw. af € Rla,b] und f;(af) dr = oszfdaz.

Also ist —f € Rla,b], und es gilt

5. Schritt: o, 8 € R, f,g € Rla,b] = af +fBg € Rla,b] und [*(af + Bg)dz = a [’ fdr+ 8 [’ gde.

Seien «a, f € R und f, g € R[a,b]. Nach Schritt 2 oder 4 gilt af € R|a,b] mit ff(af) dr = aff fdx
sowie 8g € R[a,b] mit f;(ﬂg) dr = ,Bfabgdx. Schritt 1 liefert daher af 4+ 8g € Rla, b] mit

/ab(o‘erﬁg)dx:/ab(af)der/ab(ﬁg)dﬂC:oz/abfderB/abgdx.

Aufgabe 4
a) Siehe Satz E9.1 aus den Ergénzungen zur HM 1.

b) Seien f € R[a,b] und g : [a,b] — R beschrinkt. Es gelte f(z) # g(z) fiir hochstens endlich
viele x € [a, b].

Setze h := f —g sowie M := {x € [a,b] : f(z) # g(z)}. Wegen h(x) = 0 fiir alle = € [a,b] \ M
ist h auf [a, b] \ M stetig. Da M (nach Voraussetzung) endlich viele Elemente enthilt, ist f in
hochstens endlich vielen Stellen in [a, b] unstetig und damit gemé$ a) tiber [a, b] integrierbar.
Wie in Aufgabe 4 gesehen, gilt mit h, f € Ra,b] auch ¢ = f — h € R]a, b].

Es verbleibt f; hdz = 0 zu beweisen, denn dann liefert Aufgabe 4: f; gdxr = f(f f dz.
Wegen | fab hdz| < fab |h| dx geniigt es zu zeigen:

b
/ |h|dz =0.

4



Es gilt |h(z)| > 0 fiir alle x € M und h(xz) = 0 fiir alle x € [a,b] \ M. Da M endlich ist,
folgt s)5(Z) = 0 fiir jede Zerlegung Z von [a, b]. Demnach ist das untere Integral s, = 0 und

wegen h € Rla,b] ist f; |h| dz = s, = 0.

Aufgabe 5

a)

b)

Sei f: [a,b] — [0,00) stetig und es existiere ein xg € [a,b] mit f(zg) > 0.

Sei ¢ = %f@o) Nach Voraussetzung ist € > 0 und aufgrund der Stetigkeit von f in zg
existiert ein 6 > 0 mit |f(x) — f(xo)| < ¢ fiir alle z € [a,b] mit |x — xo| < J. Fiir solche z gilt

f(@) = f@o) = (=f(2) + f(z0)) = f(wo) — | f(2) = flzo)| 2 2e —e =¢.

Setzt man « := max{a,zp — d} und B := min{b,xo + 0}, sogilt a < a < B <bund f(z) > ¢
fiir alle z € [a, £]. Zusammen mit der Abschéitzung f(z) > 0 fiir alle z € [a, b] folgt

/abf(:v)d:v:/laf($)dx+Lﬁf($)dx+/Bbf(x)dw

8 b
2/ 0dm+/ 5dx+/0d:z::(ﬁ—a)5>0.
a a B

Seien f,g: [a,b] — R stetige Funktionen mit f(x) > g(z) fiir alle x € [a,b] und f(xg) > g(zo)
fiir ein ¢ € [a, b].

Betrachte die Funktion A : [a,b] = R, x +— h(x) := f(x) — g(z). Dann ist h als Komposition
stetiger Funktionen stetig, und es gilt h(z) > 0 fir alle © € [a,b]. Auerdem ist h(zg) =
f(zo) — g(xog) > 0. Somit sind die Voraussetzungen des a)-Teils fiir die Funktion h erfiillt.
Dieser liefert

b
/ h(z)dx >0,

/abf(x)d:r > /abg(x)d:c

woraus mit Aufgabe 3

folgt.



