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Aufgabe 1

a) i) Wir betrachten die differenzierbare Funktion f: R — R, x — f(x) := cosz. Nach dem
Mittelwertsatz gibt es zu jedem x > 0 ein £ € (0, z) mit
cosz — 1
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Speziell zu x,, := % existiert ein solches &, € (0, %) Dann gilt &, — 0 fiir n — oo und

1 —cosx
1) - et

n(l — cos =siné, 27 sin0 = 0, da sin in 0 stetig ist.

Tn
ii) Hier betrachten wir die Funktion f: (0,00) — R, y +— cos+/y. Die Kettenregel liefert,
dass f auf (0,00) differenzierbar ist mit f'(y) = —SVY iy alle y > 0. Nach dem
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Mittelwertsatz existiert zu jedem x > 1 ein &, € (x — 1,2 + 1) mit

flx+1)— f(x—1) cosyVr+1—cosvr—1 —siny§,
(z+1)—(z—1) 2 Y

= f/(fx) ) d.h.

Hieraus ergibt sich die Abschétzung

sin /&, 1 &e-lz+l) ]

VEe |Sve S =

Wegen lim, o \/% = 0 ist der zu bestimmende Grenzwert 0.

‘cosx/w—i- 1—cosvx — 1‘ =

—

b) Fiir t > 0 setzen wir f(¢) := tInt. Dann ist f differenzierbar mit f'(t) = 1-Int+¢-} = 1+Int.
Zu x >y > 0 existiert gemifl Mittelwertsatz ein £ € (y, ) mit

clnz —ylny = (z—-y)f'(&) =@ —-y)(1+mf) < (z—y)(1+Inzx).

Aufgabe 2

a) Esgilt f/(z) = 8(e* +4)72 - 2% = 16e2%(e2® + 4)72 > 0 fiir alle x € R; also ist f streng
monoton wachsend und damit injektiv. Wegen

1—(f(2)> =1— (1-8(e* +4)™)> = 1 — (1 — 16(e** +4) ! + 64(e** +4)7?)
=16(e* +4)71 — 64(e* +4) 72 = 16(e* +4) 2((e** +4) — 4) = 16e**(e*" + 4) 2
gilt auch die behauptete Gleichung.

b) f hat als Bildbereich (—1,1), denn z + (e** + 4)~! hat als Bildbereich (0, ). Da stets
f'(x) # 0 gilt, liefert der Satz iiber die Umkehrfunktion, dass f~1: (—1,1) — R differenzierbar
ist mit
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H(y) = = = iir alle — )
U0 = 51y ~ 1= guimE 1o releve b




c) Wir lésen f(z) =y nach z auf:

1-8(e*+4) "=y &= (1-y) =L +4) = 8(1—y) ' —4=¢€"
< z=3In(8(1- y) "t — 4).

Damit ergibt sich fiir jedes y € (—1,1)

d) Esgilt f0)=1-5=-3F0)=1-(-2)2=1, (-2 =0und (f1)(-3) = 2.
T(x) = f'(x0)(z — x0) + f(x0), also T(z) = 0o —3

ist die Gleichung der Tangente an das Schaubild von f in zg = 0. Die Tangente an das
Schaubild von f~!in yg = —% hat die Gleichung

Ty) =" w)y—vo)+f "), also T(y)=PBy+12.

Aufgabe 3
a) Diedurch f(x) := In(1+z) definierte Funktion f: (—1,00) — R ist beliebig oft differenzierbar.
Wegen
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!/ " _ " — 1" —
24
(5)
) =152
sind

f(O) =0, f/(O) =1, f”(O) =-1, f”/(O) =2, f”//(O) =—0

und fiir das Taylorpolynom Ty (f;0) ergibt sich
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(z—0)"=0+z+ & (-1)2® + & 22% + £ (—6)z*
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Sei > 0. Um die Abschéitzung 0 < In(1 + z) — Ty(f;0)(z) < £ 2° zu zeigen, verwenden wir
den Satz von Taylor. Dieser besagt, dass es ein £ zwischen 0 und = gibt mit

f(4+1) (f) ($ _ O)4+1 )

f(x) = Tu(f;0)(x) + 4+ 1)

also mit

2 5

f(x) = Tu(f;0)(z) =

. . . e (5) . . . ..
Somit reicht es, die Abschéitzung 0 < ! 5!(5) x° < %x5 einzusehen. Diese ist erfiillt, denn:
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b)

Fiir die durch f(x) := In(2 4 x) gegebene Funktion f: (—2,00) — R, die beliebig oft differen-

zierbar ist, gilt
1 1
/ _ 1" _

Also haben wir f(0) = In2 und f/(0) = % Nach dem Satz von Taylor gibt es zu jedem
x € [—1,1] ein £ zwischen 0 und z mit

) f"(€) z a?
f@) = FO) + fQz+ pra® =245 — 55
Daher gilt wegen ¢ € [—1, 1]
X .’L'2 .’I}2 .’L'2
-2 3|~ || < e = 7

Wir konnen somit ¢ =In2 und b = ¢ = % wahlen.
Die Funktion f: [0,1] = R, z+> e "+ 14%:1: ist beliebig oft differenzierbar mit

1 2 6

f@ ==t IO T @ e

Daher sind
JG=ePrg fG =g SG) = P2 g =Py
und das Taylorpolynom Th(f; %) lautet
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=e V24 24 (—e 12 - D -3+ %(671/2 + 5z —3)2.

Sei « € [0,1]. Nach dem Satz von Taylor existiert ein ¢ zwischen 3 und z mit

(2+1)
o) = Tal s ) + TS = 3y,

also mit

@, s

|f(z) — Ta(f; 3) ()] 2 1

2
Wegen £ > 0 ergibt sich

"l 1y e, 6\ _ et 1 1
(e +(1+§)4>_6 (1+£)4<6
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demnach gilt die gewiinschte Abschitzung z.B. mit C = %.

Aufgabe 4

a)

Fiir alle x € R mit |z| < 1 ist die Potenzreihe

o0

flo) = Yo (-1

n=1

absolut konvergent und damit konvergent, denn es gilt
[e.e] n oo
T 1
_1 n+1 7‘ g n— — ]_
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b)

Somit folgt fiir den Konvergenzradius R dieser Potenzreihe R > 1. Geméfl Satz 13.3 ist f auf
(—1,1) differenzierbar und fiir jedes € R mit |z| < 1 ergibt sich

1o = n+1m3 - _ - IRV
P =3 (-1 =St =30 = g
n=1 n=1 k=0
Wegen
1
In"(1
(o) = 1+

stimmen die Ableitungen von f und x — In(1 + z) iiberein. Daher unterscheiden sich beide
Funktionen nur durch eine additive Konstante. Wegen f(0) = 0 = In(1 + 0) ist diese = 0 und
die behauptete Identitat ist bewiesen.

Bemerkung: Die Reihendarstellung von g(z) := In(1 + x) um 0 l&sst sich auch mit Hilfe des
Satzes von Taylor herleiten. Man verwendet dazu ¢\ (z) = (=1)" ' (n — 1)! (1 + z)~™

Bezeichnen wir die Funktion, die durch die Reihe definiert wird, mit f (man beachte, dass f
wegen > 00, [(—1)"F—| < 300 x| = 1%@3\ — 1 — |z| wohldefiniert ist!), so gilt fiir |z] < 1

o) -1 oo n—1

— Z(_l)k+1? '

n2—n
n=2 k=1

n=2

Diese Reihe stellt laut a)-Teil die Funktion = +— In(1 + z) dar, d. h. es ist f'(z) = In(1 + z).
Aufgrund von (yIny — y)’ = Iny folgt

F@) = (L+ @) (1l +2) — (1 +2) +c
mit einem ¢ € R. Wegen f(0) = 0 ergibt sich ¢ = 1. Somit erhilt man als Endergebnis

Z(_l)”agin =(1+z)n(l+z)—=x.

n=2

Bemerkung: Man kommt auch ohne Differenzieren aus; wegen der Darstellung

S = e () = e

n=2 n=2

ldsst sich der Wert direkt mit Hilfe der Logarithmusreihe aus a) ermitteln.

Fiir jedes z € (—1,1) gilt

f(z) = ln((l —z)(1+ x)) =In(1—2)+In(1l+x) 2) Z( 1) "H —2) + Z onn

_ i )"0+ (=)™ f: —14+ (=Dt

Wie in Abschnitt 13.3 der Vorlesung gesehen, ergibt sich
—1-1

F@9(0) = 20! ago = 20! =219,

FBY0) = 31laz; = 0.



Aufgabe 5

Wir suchen Zahlen a,, mit

1

o
f— Z (x — x0)", also 1—x+2x— Zanx—i—l

Nun gilt wegen 22 + 27 —3 = (v + 1) — 4

(a: + 2z — 3) Zanm—i—l Zanx—i—l"H 42%3:—}—

n=0

= —dag —day(z 4+ 1) + Z(an_g — 4ay)(z + 1)"
n=2

Nach dem Identitétssatz fiir Potenzreihen hat diese Potenzreihe den Wert 1 genau dann, wenn die
folgenden Gleichungen erfiillt sind:

—4ag =1, —4a; =0, ap_o —4a, =0 flirallen > 2.
Es folgt: ag = — 4, a1 =0 und a, = }Lan o fiir n > 2. Vollstéandige Induktion liefert: agi+1 = 0 und
Ao = —(%)’”rl fiir alle & € Nj.
Wegen %/|agy| = (3)(+1/k)/2 22, hreo (H)Y2 =1 und **+/|agks1| = 0 ist der Konvergenzradius der
Potenzreihe R = (limsup,,_,o, V/|as])™' = (3)7! =2.



