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Losungsvorschlige zum 2. Ubungsblatt

Aufgabe 1:

(a) Der Ausdruck f(z) = {1 ist iiberall da definiert, wo der Nenner nicht verschwindet, also

Dy =R\ {1}.
Polynome wie fo(z) = 22 + 2 + 1 und f3 = 22 + 1 sind auf ganz R definiert, also Dy =
Ds =R.

f1 ist injektiv, denn fiir alle z,y € D1 mit x # y gilt

rFy & l1l—az#l-y rg! 7 ! #L < filz) # f2(y).
-z 1—-y

fi : R\ {1} — R ist nicht surjektiv, da es kein z gibt mit fi(z) =0 (fi(z) =0 & £ =
0 1=0(1—-2x) < 1=0, Widerspruch!). Betrachten wir aber f; : R\ {1} — R\ {0},
konnen wir zeigen, dass f; auch surjectiv ist. Um dies zu begriinden, miissen wir zeigen,
dass zu jedem y € R\ {0} ein z € R\ {1} gibt mit fi(x) = y. Sei y € R\ {0}. Ist
r=1- % € R\ {1} gesetzt, so gilt f1(z) =y.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass f1 : R\ {1} — R\ {0} bijektiv ist und daher die Umkehr-
funktion f; ' : R\ {0} — R\ {1} existiert. Dem Beweis der Surjektivitit von f entnehmen
wir frt i R\{0} = R\ {1}, fi ' (y) =1 - J.

Die Abbildung f; ist nicht injektiv, da fo(0) =1 = fo(—1).

f2 ist nicht surjektiv, da es kein x € R gibt mit fo(x) = b fiir b < %(fg(w) =22+ +1=
(z+1)2+3> %VwER).

Die Abbildung f3 ist weder injektiv (da f3(—a) = f3(a) fiir alle a € R) noch surjektiv (da
es gibt kein x € R mit f3(z) = b fiir b < 0).

Sei X =R\ {1},Y =R\ {0}.

fR\{} S R\{0), @)= —

C1-2z
g :R\ {0} — R\ {1}, g(z)sz-i—l.

Esgilt fog: R\ {0} > R\{0}, gof:R\{1} =R\ {1} und

(Fo9)@ = f(a@) = F(*+1) = =g o €R\ 0}
=Y

1 1
(QOf)(x)Zg(f(x))=g< )Z(l_x)frl Vo € R\ {1},

=X
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d.h.
(fog)@) = (g0 f)(x)

ist nicht fiir jedes z € R\ {0, 1} erfiillt.
XNy
=XN

Aufgabe 2:

(a) Sei x € R. Betrachte die Fallunterscheidung;:
(i) * > 5: Es gilt dann |z — 5| = x — 5 und damit:

lr—5/<2 & x-5<2 & <7

(ii) = < 5: Es gilt dann |z — 5| = 5 — = und damit:

lr—5/<2 & H—-2<2 & 3<=x

Insgesamt ist also das Intervall M = [5,7] U [3,5) = [3, 7] die Losungsmenge.

(b) Sei wieder z € R. Es gilt |4 — 3x| =3 |% — z|. Es bietet sich nochmals eine Fallunterschei-
dung an:

(i) z > %: Es gilt dann ‘% —z|=z- % und damit:

4 4
|4—3ZL‘|:3‘3—$ >2r+10 < 3<x—3>>2x+10 & >4

(ii) = < §: Es gilt dann |% —z| = 3 — 2 und damit:

4 4 6
|431:]:3'3$ >2r+10 & 3<31:>>2:c+10 & —5>1:

Insgesamt ist also die Losungsmenge M = (—oco, —2) U (14, 00).

(c) Sei z € R. Es gilt:

lt—3|=lz+2 & (z-3)2=(x+2)?
& 22-6x+9=2+4x+4
& 5 =10z
o z=1
2

Die Losungsmenge ist also M = {%}
(d) Sei xz € R. Es gilt:

2-12—z]|=2 & @2-]2—z))?=4
& 4—42—z|+2-z° =4
& 22—z =42 -2z

Offenbar ist x = 2 eine Losung dieser Gleichung. Wir kénnen also fiir weitere Rechnungen
x # 2 annehmen. Es gilt dann:

2-2-2=2 o [2—2 =4

Eine Fallunterscheidung liefert:



(i) > 2: Dann gilt |2 — | =  — 2 und somit

2—z|=4 & z—-2=4<x=06.

(ii) = < 2: Dann gilt |2 — z| = 2 — z und somit

2—z|l=4 & 2—-z=4sz=-2

Damit lautet die Losungsmenge M = {—2,2,6}

Aufgabe 3: Wir erkennen sofort, dass A := {1 : n € N} nach oben durch 1 beschréinkt ist.
Auflerdem ist 1 = % € A. Damit folgt: Supremum und Maximum von A existieren und es ist
supA =max A = 1.
Nun zur unteren Schranke. Wir behaupten: inf A = 0. Es ist klar, dass 0 eine untere Schrinke
von A ist. Nun zeigen wir, dass 0 auch die grofite untere Schranke ist. Dazu nehmen wir an,
dass es eine groflere untere Schranke € > 0 gibt und fithren dies zu einem Widerspruch. Es soll
also gelten

e < & n<

S+
™| =

Dies kann jedoch nicht sein, weil die Menge der natiirlichen Zahlen nicht nach oben beschrankt
ist. Also ist die Annahme falsch, und es gilt 0 = inf A. Da 0 ¢ A [Annahme: 0 € A. Dann gibt
es ein n € N mit % =0« 1=0-n=0, Widerspruch!] ist, existiert das Minimum von A nicht.

Mit quadratischer Ergidnzung

2?4 2r 48 =2 420 +14+7= <x+1>2—|—7.
erkennen wir, dass
B:{x2+2x+8:0§x<9}y:§r1{y2+7:1§y<10}
Wegen y? 4+ 7 > 8 fiir y € [1,9) und 12 +7 = 8 € B folgt
min{y2+7:1§y<10}:inf{y2+7:1§y<10}:8.

Nun zur oberen Schranke. Wir behaupten: sup B = 107. Es ist klar, dass 107 eine obere Schranke
von B ist, da

y?+7< (10247 fir1 <y < 10.

Jetzt zeigen wir, dass 107 auch die kleinste obere Schranke von B ist. Dazu nehmen wir an,
dass es eine kleinere obere Schranke  gibt. Wir miissen zeigen, dass es dann ein Element y € B
gibt mit 42 + 7 =~. Sei y = /7 — 7. Es gilt y?> + 7 = ~. Da v < 107, folgt y < +/107 — 7 = 10,
d.h. y € B, Widerspruch! D.h. «y ist keine obere Schranke von B und folglich sup B = 107.

Als Nichstes zeigen wir, dass Maximum von B nicht existiert. Dazu nehmen wir an, dass
max {y2+7:1<y <10} =sup{y2+7:1 <y <10} =107. D.h es muss ein y € [1,10) geben
mit y? + 7 = 107. Da aber

Y 4+7=107 & y==+10
und £10 ¢ [1,10), erhalten wir einen Widerspruch.

Aufgabe 4: Wird in der Ubung am 6.11.2015 besprochen.
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