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Aufgabe 1:
(a) Beweis durch vollstdndige Induktion:
TA: Wegen
oLl L
— k(k+1) 22 141
ist
- 1 on
— E(k+1) n+1
fiir n = 1 richtig.
IS: Sei n € N. Fiir dieses n gelte Y ;_; T k+1) = 5 (IV). Dann folgt
n+1 1 W) 1
kz_: k:+1 Zkk+1 (n+1(n+2) n+1+(n+1)(n+2)
nn+2)+1  (m+1)*  n+1

T m+1)(n+2) +Lm+2) nt2

(b) Wir verwenden wieder vollstdndige Induktion.
IA: Fiir n = 1 stimmt die behauptete Aussage, denn 1% — 1 = 0 ist durch 3 teilbar.
IS: Sei n € N beliebig. Fi dieses n gelte die Behauptung, sei also n® — n durch 3 teilbar,
etwa n® —n = 3 fiir ein [ € Z. (IV)
Zu zeigen ist, dass dann auch (n + 1)3 — (n + 1) durch 3 teilbar ist. Es gilt:

n+12—m+1)=n*+3n+3n+1-n—-1

=n3 —n+3(n* +n) =3(+n*+n).
—— —_———
g, €z

(c) TA: Fiir n = 5 gilt 2" = 2% = 32 und n? = 52 = 25. Also ist die behauptete Ungleichung
fiir n = 5 wahr.
IS: Sei n € N mit n > 5 beliebig. Fiir dieses n gelte 2" > n? (IV). Dann folgt

(1v)
ontl — 9. 9n 'S 9. 02,

7Zu zeigen verbleibt: 2n? > (n+1)? & 2n2 >n?+2n+1 < n? > 2n+ 1. Die Giiltigkeit
der letzten Ungleichung sehen wir folgendermafien

n>5=n>3 =n’>3n = n’>2+n = n®>2n+1.
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Aufgabe 2:
(a) Es ist
4 4 4 4
> <k> (—DFskt=3.>" <k> (—3)F . 197F = 3(—3+ 1)1 = 316 = 48.
k=0 k=0
(b) Sei x > 0 und n € N mit n > 2. Nach dem binomischen Lehrsatz gilt
n - N\ k ny 2
1 = >
=R ()= ()

weil alle Summanden > 0 sind. Ferner ist

n n! nn—1) n n>2n n n?
= = = —(n —_ 1) Z _— = —,
2) = 2 — 2)] 2 2 22714

Hiermit folgt
2
1+z)" > "Zx?

Aufgabe 3:

(a) Wir berechnen vorbereitend:
2| =13 =i = VB +11 =v10,  |zo| = |-142i| = /(-1)2+22 =5
(i) Es gilt
i =3-i?=3"-3-3%+3-33)*— (4)° = 18 — 26i

und damit Re(z%) = 18, Im(2%) = —26, |2%| = |2 = 10V/10.

(ii) Es gilt
21-Z=3—14)- (=1 -2i)=-3—-6i4+i42(i)*=—5— bi

und damit Re(z; - Z2) = =5, Im(z1 - Z2) = =5, |21 - 22| = |z1] - 22| = |21] - |22] =
V50 = 5v/2.

(b) (i) Sei z=z+iy € C mit z,y € R. Es gilt

z€A & |z+1+4+i=|z—3-3i

@+ 1) +iy+ D = |(z = 3) +i(y - 3)
(z+1)2+@y+1)*=(z-3)%+(y—3)

2?42+ 14y +2y+l=a?—62+9+y°—6y+9
20 4+ 2y +2 = —6x — 6y + 18

& 8y=-8r+16 & y=2-uz,

(N

dh. A = {z € C|Im(z) =2 —Re(z)}. Also ist A eine Gerade in der komplexen
Zahlenebene. Siehe auch Abbildung .



Re(z)

Abbildung 1: Menge A

(ii) Es gilt:

B={z€eC:|z—i/>1 und |2—1-2i] <3}
={ze€C:|z—i|>1}n{ze€C:|z—1—-2i| < 3}
={zeC:|z—i|<1}°N{zeC:|z—-1-2i| <3}
={z€C:|z—1-2i|<3}\{z€C:|z—i| <1}

Also ist B die offene Kugel um 1 + 2¢ mit Radius 3 ohne die offene Kugel um ¢ mit
Radius 1. Siehe auch Abbildung .

Abbildung 2: Menge B

(c) (i) Esgilt 22 —22+3 = (2 — 1)2 + 2. Die Gleichung 2> — 2z + 3 = 0 ist also genau dann
erfiillt, wenn (z — 1)2 = —2. Dies bedeutet z — 1 = iy/2 oder z — 1 = —i\/2, also hat
die Gleichung die zwei Losungen z; = 1 4 iv/2 und 23 = 1 — iy/2.



(il) Mit dem Ansatz z = z + iy (z,y € R) erhalten wir

2=z e 2242miy+(iy)?=2>+19y < 22+2miy—y® =2+

*
"

g:> 22—y =224+y*> und 22y=0

& —2y°=0 und (1‘:0 oder y:O)
& y=0 und (sz oder yzO)
& y=0.

[In (%) verwenden wir, dass zwei komplexe Zahlen genau dann gleich sind, wenn sie
den selben Real- und Imaginérteil besitzen.]
Also ist 22 = |z|? genau dann erfiillt, wenn Im(z) = 0 bzw. 2 € R ist.

Aufgabe 4: Wir zeigen zuerst, dass lim 1 = 0. Sei & > 0 beliebig. Wegen

n— o0
1 ‘ 1 1
——0l<e & —<eg¢ & n>-
n n £
fiir n € N gilt |1 — 0] < ¢ fiir alle n > ng(e) := L.

Mit & = 100 gilt |1 — 0] < 10710 fiir alle n € N mit n > ng(e) := 10'°.

(a) Behauptung: a, konvergiert gegen a = 0.
Beweis: Sei € > 0 beliebig. Wegen

1
= <20 9.2
nZ4+1 n? n

’a’n_ |: ’

n+1 _n+1 2n
n2+1

und nach Obigem 1 — 0, folgt aus Satz 6.3 (1), dass a, — 0. D.h. mit e = 10719 gilt
lan, — 0] < 10710 fiir alle n € N mit n > ng(e) := 10%.

(b) Behauptung: a, = 2'/" = {/2 konvergiert gegen a = 1.
Beweis: Sei € > 0 beliebig. Nach Satz 6.3. (4) folgt aus b, — a,¢, — a und b, < a, < ¢,
fiir fast alle n € N, dass a, gegen a konvergiert. Seien fiir n € N b, = 1 und ¢, = % + 1.
Es ist klar, dass b,, — 1 und ¢, — 1. Es bleibt zu zeigen, dass

by, < V2 und /2<e¢, fir fast alle n € N.
Die erste Ungleichung ist fiir alle n € N wahr. Wegen
(BU) 1
92— (W)nz (1+<€/§—1))" > 1+n(<f2—1) e V2< 41,
n

ist auch die zweite Ungleichung fiir alle n € N wahr. Folglich konvergiert a,, = {/2 gegen
a=1. D.h. mit e = 10710 gilt |a, — 1] < 10710 fiir alle n € N mit n > ng(e) := 10°.
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