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Aufgabe 1:

(i) Offenbar gilt
agy = (2k)% fiir alle k € N.

Also ist (an)nen nicht nach oben beschrinkt, daher ergibt sich limsup = co. Weiter gilt

n—oo
1
a2k4+1 = (2k + 1)7(2k+1) = W fir alle kK € N.
Da m eine Teilfolge von -5 ist, und -5 gegen 0 konvergiert, folgt klggo W =

0. Damit ist 0 ein Hiufungspunkt der Folge. Weitere Haufungspunkte gibt es nicht, denn
zu jedem anderen Punkt kann man eine so kleine Umgebung wihlen, dass nur endlich
viele Folgeglieder a,, in ihr liegen. Somit ist lim inf = 0.
n—o0
(i) Wegen aspy = 14+1/2% — 1, az—1 =2 — 2 und agp_o = 2+ 1+ 1/(3k — 2) — 3 fiir
k — oo ergeben sich hier die drei Haufungspunkte 1, 2 und 3. Weitere Hiaufungspunkte
gibt es nicht. Damit gilt liminf = 1 und limsup = 3.

n—oo n—oo

Aufgabe 2: Angenommen, (ay,),en ist konvergent gegen a € R. Induktiv sieht man ein: a,, > 0
fir allen € N: IA: Esist a; =1 > 0.
IS: Sei n € N. Es gelte a, > 0 (IV). Es ist

2 + 4a,
> 0.
4+ 3a,

an41 =

Nach Satz 6.3 (3) gilt also a > 0. Ferner gilt:

1 _ g 3 2+4a, 2+4a
et T R I T e 1 30, 4+ 3a

Auflosen nach a liefert:

4a—|—3a2:2—|—4a<:>a2:§a€,>0a: ;

Also ist a = \/g der einzige Kandidat fiir den Grenzwert. Wegen a1 = 1 > a, liegt die

Vermutung, dass (a,)neny monoton fallend ist, nahe. Wir zeigen mittels vollstandiger Induktion,
dass ap11 —an < 0.

IA:Esistag—a1 = 358 —a; = § —1= -1 <0.

IS: Sei n € N. Es gelte ap+1 — a, <0 (IV). Dann folgt

a —u . 2+ 4an41 B 24 4ay, . 10(an+1 - an) (I;/) 0
m O 8ans1 4+ 3an (A4 3ans1)(d+3an)

D.h. (an)nen ist monoton fallend und nach der obigen Behauptung nach unten beschrinkt.
Nach Satz in 6.4. der Vorlesung ist (ay,)nen konvergent. Wie anfangs bereits festgestellt wurde,

ist der Grenzwert a = %

Aufgabe 3:
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(a) Diese Folge ist konvergent, denn es gilt

n?—bn—9 n’(5-5-95) 040-0_
L+2n2 4303 nd(H+2-1+43)  0+0+3
(b) Wegen ag, = 1+ 5= — 1 (k — 00) unda2k+1:—1+Ti_1%—1 (k — 00) besitzt die Folge

(an)nen die zwei verschiedenen Haufungspunkte 1 und —1. Daher ist (ay,)nen divergent.

(c¢) Fiir jedes n € N gilt

3=V3"<a, <3 +3n= V2.3 =3. V2
Wegen /2 — 1 (n — oo) folgt lim a, = 3.
n—oo
Bemerkung: Analog ldsst sich fiir alle a,b > 0 zeigen: lim /a™ 4+ b” = max{a, b}.
n—oo

(d) Sein €N, es gilt:

_ _ 1_£ 5_ 1_ 1_§+E_E+£_i
An = n=n n_n n n?2 nd nt nd

_ o, 0,100 5 1
- n n?2 nd3 nt

Folglich ist lim a, = 5.
n—oo

(e) Sei a > 0. Fiir jedes n € N erhalten wir

a*—a " 1—a 2" a? —1

an: = =

a” +a~" 1+ a—2n a2n +1 :

1. Fall: a € (0,1). Aufgrund von a? € (0,1) ist a®® = (a?)" — 0 (n — 00), woraus

i o M—1 0-1
nlﬂnoloaninggoa?”—i—lio—}-li

folgt.
2. Fall: a = 1. Hier ergibt sich a,, = 0 fiir alle n € N, so dass lim an = 0 ist.
3. Fall: a € (1,00). Wegen a? > 1ist 0 < 5 < 1. Daher gilt a~ ":(%)”%O(naoo)

und

1—a*2" 1-0
lim a, = lim =
n—00 n—)ool—|—a 1—|—O

(f) Es gilt fiir alle n € N:

9n2+2n+1—3n:( 9n2+2n+1—3n>-v9n2+2n+1+3n
VInZ+2n+1+3n
_9n2+2n+1—9n2_ 2n+1
CVZ+2n+ 1430 V2 +2n+1+43n
n(2+1) 2+ 1
n(o+2+h +3) Jo+2+ 543

1

- ) . R
Mit dieser Darstellung folgt nh_}n(go an = o3 =



(g) Wir verwenden
a® b= (a—0b)(a*+ab+b*)  (a,b€ER). (%)

Sind a = V/n® + 6n und b = v/nb + 6, so gilt
" (*—)ng- (n® +6n) — (n% +6)
" (nS 4 6n)2/3 4 (n + 6n)1/3(nb + 6)1/3 + (n6 + 6)2/3
. ’[’L3 6n —6
- 2/3 1/3 1/3 2/3
<n6(1+%)) —I—(nG(l—l—%)) (n6(1+%)) —|—<n6((1+%)>
6nt — 6n°

2/3 1/3 1/3 2/3
n4(1—|—%> +n2<1+%> n2(1+%> +n4<1+%)

(1_+ £%>2/3_+ (1_+ ﬁ%>1/3(1-+ EGg)1/3+ (1_+ £%>2/3

n—s00 6—0

12/3 4 11/3 . 11/3 1 12/3 2

Damit ist die Folge (a,)nen konvergent mit Grenzwert 2.
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