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Aufgabe 1: Zu n € NU {0} definiere a,, := E/;% sowie by, := \/1— Die Reihe Z( 1)"by,
konvergiert nach dem Leibnizkriterium, weil (b ) elne monoton fallende Nullfolge 1st (Nachwels
der Monotonie: 1 < = n+1<n+2 = m < 1 = bpy1 < by, fiir jedes n € N).
Fiir das Cauchyprodukt Z cn, der Reihe Z an mit sich selbst gilt
n=0
(—1)* |
Cn = Qp—1Q
Z e Z\/n—kJrl VE+1 Z\/n E+1-VE+1
Mit
0<(Va-Vb)P:=a-2/avb+b < avb<i(a+b)  (fiir a,b>0)
folgt
1 - 1 =2
|Cn‘ = Z 2 1 ==
kZO\/n—k+1-\//~c+1 —an—k+1+k+1) {=Zn+2
2 < 20n+1) 2+2/n
f— 1 = = 2 .
n+2kzzo nt2 “1x2m 2 7o)

Demnach ist (¢,) keine Nullfolge und damit y > ¢, divergent.

Bemerkung: In dieser Aufgabe wurde ein Beispiel gegeben, dass das Cauchyprodukt zweier
konvergenter Reihen nicht konvergieren muss, wenn beide Reihen nicht absolut konvergieren.

Aufgabe 2

(a) (i) Die Potenzreihe lésst sich als Differenz zweier Potenzreihen darstellen:

o0 [e.o] o0

n—-1 , s=n+1-2 , 1, 2

-_—Z = _—Z = —Z —_ _—Z .
Z | Z | Z | Z |
= (n+1)! = (n+ 1)! = n! = (n+1)!

Die erste Reihe ergibt e*, die zweite liefert fiir z = 0 den Wert 2 und fiir z # 0 gilt
o0 oo
2 2 1
S - = -1
Z(n+1)!z ZZ(TL+1 Zk' ze )
n=0 n=0
o0
Insgesamt folgt: Die von Zo (2;11)! z" dargestellte Funktion f : C — C ist gegeben
n=
durch

2¢* —2  (2—2)e* +2
z 2

fO)=e"—2=-1,  f(z)=¢~

(z#0).

(ii) Hier ergibt sich gem#f der Reihendarstellung der Sinus-Funktion ff jedes z € C

00 _1)» > —1)"
nE:;) (Q(TL—i-)l)(Z + 1) = (2 4+ 1) Y;O (2<n+)1)'(z +1)*" = (z 4+ 1)sin(z + 1)
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(b) ()

Wir kennen die Potenzreihen fiir sinz und cosz um die Entwicklungsstelle 0. In
Verbindung mit dem Additionstheorem fiir sin z ergibt sich fiir jedes z € C

f(z) =sin(1+4 (2 — 1)) =sin(1) cos(z — 1) + cos(1) sin(z — 1)

= sin(1) i S (z — 1)% + cos(1) 3 ﬂ )%+ = Z an(z —1)"

|
— (2k) — (2k + 1)
mit P
sin(1) (_1n), , falls n gerade,
ap = (7;_1)/2 (n € Np).
cos(1) % , falls n ungerade

Der Konvergenzradius der Reihe ist offensichtlich oco.

Fiir jedes z € C\ {—1, % erhalten wir unter Verwendung des Hinweises

1-=2 2/3 1/3 2
f(z): 3 = / + / =3 :
1—2-22 142z 1-2z 31—(—2) 31-—(22)

Fiir [z] < 1 gilt

Wl

Y
|
—~~| =
|
I
~—

I
Wil N
1N
—

\

N
~—

3

und fiir [2z] < 1 ist

1 1 1
- = -3
Hiermit folgt fiir jedes z € C mit |2| < min{1, 3} = 1
2 oo . oo o0
FA =3 4 g e = S

n=0 n=0

mit a, = % (=)™ + % .27 n € Ny. Wegen nh—>rgo Y|an| = 2 (man betrachtet

b, = i'Q",cn = %-2” und zeigt, dass b, < a, < ¢, fir n > 4; da b, — 2
und /¢, — 2, folgt mit Satz 6.3 (4) /a, — 2) betrégt der Konvergenzradius der
1

Potenzreihe 271 = 5
Bemerkung: Die Darstellung 1_12__2222 =7 iz + 11/ 2 kann man auf die folgende Weise
erhalten (— Partialbruchzerlegung): Wegen 1 —z — 222 = (1+2)(1 — 22) machen wir

den Ansatz

1—2 _a . b
1—2-222 142z 1-2z
und miissen die Konstanten a,b € R berechnen. Die rechte Seite dieser Gleichung
liefert

o b a(l-22)+b(1+2) a+b+(—2a+0b)z
I+z 1-22 (1+2)(1-22) 1 —z—222
Die Darstellung gelingt also, wenn a + b = 1 und —2a + b = —1 sind. Dies bedeutet
_2 _1
a=3zund b= 3.

Aufgabe 3:

(a) Die Reihe hat die Form Y o°; an(z — 20)™ mit 2o = 2i und a, = = fiir alle n € N. Der
Konvergenzradius R bestimmt sich nach der Formel von Cauchy-Hadamard zu:

1
R™' =limsup {/]a,| = lim {/— = lim = =0
n—00 n—00

Folglich ist die Potenzreihe fiir alle z € C absolut konvergent.



o0
(b) Die Reihe hat die Form Y ax2* mit
k=1

[SE

s (1+(=1) ), fir k = 2n,
ap =
0, fir k =2n+ 1.

Somit gilt:

ez(1+(=1) ), fir k = 2n

>
S
Eod
|
=
S
e

W0, fir k=2n+1,
Vebs(+1) — Vek = e fiir k = 2n mit n gerade,
= Ves(1-1) = /0 — 1, fiir k = 2n mit n ungerade,

=

fir k=2n+1,

Damit folgt

lim sup {/|ag| = e.
k—o0

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard ist somit R = e~! der Konvergenzradius von
o0

> apa™.

n=1

Fiir z € C mit |z| = ™! gilt

’a4mz4m‘ _ 62m(1+(—1)2m) |Z’4m — pAme—dm _ 4 Vn € N

Somit ist in diesem Fall (akzk) ken keine Nullfolge und die Reihe ) apz* divergent.
k=2

(c) Sei a, := (721’1"1)12 fir alle n > 2. Offenbar gilt a,, > 0 fiir alle n > 2. Wir koénnen daher
versuchen, den Konvergenzradius R der Potenzreihe > >° , a,2™ mit Hilfe des Satzes 7.15

(Folgerung aus dem Quotientenkriterium) zu bestimmen. Es gilt

ant1| 2(n+1)4+1 (n—1)2 2n+3 (n—1)>
an | (n+1-1)2 2n+1  2n+1 n2
fiir alle n > 2 und folglich lim,, azzl = 1. Folglich ist R = % =1.

Fiir x = 1 gilt
" 2n+1 2n 2

W = TS 2 T

o0
fiir alle n > 2. Folglich ist die Reihe ) ana™ divergent nach dem Minorantenkriterium.

n=2
Wegen
u _ 2n+1  2(n—-1)+3 2 L+ 3 >g+i_2(n—|—1)+1_a
" n—-122 (-1)2  n-1 (n-1)2"n nZ n? - ot
o
fir allen > 2 und lim a, = lim (721755)12 = 0 ist die Reihe ) a,z" konvergent fiir z = —1
n—oo n—ro0

n=2
nach dem Leibnizkriterium.
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