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Aufgabe 1: Per Definition: Eine Teilmenge U C R? heift Untervektorraum von R3, falls U
bzgl der Verkniipfungen + und - ein K-Vektorraum ist.
Sats: Eine Teilmenge U C R? ist Untervektorraum von R? genau dann, wenn

(i) U#0
(ii) fiir alle (z1,y1,21)7, (22,2, 22)7 €€ U,a € K gilt (z1,91,21)7 + (22,92,22)7 € U und
a(z1,y1,21)7 € U.
(a) (i) Sei(x,y,2)T = (1,1,-5). Dannist (z,y,2)" € A, denn 22+3y+z = 2-1+3-1-5 = 0.

(ii) Seien (z1,y1,21)7, (2,92, 22)7 € A. Es gilt (z1,y1, 21)" + (22, y2, 22)T = (x1422, Y1+
Yo, 21+22)T und 2(x1+29)+3(y1+y2) —(21+22) = 2w1 + 3y1 — 21 + 272 + 3y — 20 =
=0 =0

0, dh. (z1,y1,21)" + (22,42, 22)" € A.
Seien jetzt (x1,y1,21)7 und o € K. Dann gilt a(z1,y1,21)7 = (az1, ayr, az)? und
3(axy) + 2(ayy) — az = a(2z; + 3y — 21) = 0, d.h. a(zy,y1,21)T € A
—_———
=0
Folglich ist A ein Untervektorraum von R3.
(b) B ist kein Untervektorraum von R3, weil (0,0,0)7 ¢ B.
(c) Da (0,0,0)T ¢ B folgt (0,0,0)" ¢ AN B = C. Daher ist C kein Untervektorraum von R3.

(d) (i) Sei (z,y,2)T = (1,1,—5). Dann ist (z,y, 2)T € C, denn 22 = 1 = 3.
(11) Seien (3717 Y1, zl)T - (L 17 O)Ta (.’Eg, Y2, ZQ)T - (L _17 O)T Es gilt (.1‘1, Y1, zl)Ta (-7;27 Y2, 22)T €
D, aber (z1,y1,21)" + (22,12, 22)T = (2,0,0)T ¢ D.
Folglich ist A ein Untervektorraum von R3.

Aufgabe 2:
22 —3z+2

(a) Die Funktion z — 25==5
sie definiert ist, d.h. auBerhalb der Nullstellenmenge des Nenners. Wegen z2 — 4z + 3 =
(x — 1)(x — 3) verschwindet der Nenner fiir z = 1 oder = 3. Daher ist z ig:iiig
auf R\ {1, 3} stetig, so dass auch f auf R\ {1,3} stetig ist. Nun gilt lim,_,; f(z) = :—; =
1 = f(1), also ist f auch in der Stelle 1 stetig. Da 3 eine Nullstelle des Nenners und

2
keine Nullstelle des Ziahlers von M
r®—4x+3

: 22-3x4+2 _ : 22 —3x42
g}igh_ 2 —dzt3— — X ?é ooxlig}_ r2—4x+3

was der Funktionswert f(3) tatsdchlich ist).

ist als Komposition stetiger Funktionen iiberall dort stetig, wo

. . e . T 22—3x+2 -
ist, existiert il_r% f(z) = }}1_}1% Ti1.1s nicht (da

). Also ist f in 3 unstetig (unabhéngig davon,

(b) (i) Da f fiur alle x € D\ {1} stetig ist, reicht es f(1) = yp so zu wihlen, dass
lim,_,; f(x) = yo gilt. Fiir alle z € D\ {1} gilt:

1 3 1 3 1 (a*—4)+3
f@) = x—1+(g;2—4)(x—1)_g;—1'<1+(x2—4)>_g;—l‘ =y
1 | 1 (z—1)(z+1) r+1

z—1 (#2-4) z-1 (2—4)  (22-4)



http://www.kit.edu
http://www.math.kit.edu/iana/
mailto:peer.kunstmann@kit.edu
mailto:silvana.avramska-lukarska@kit.edu

Folglich muss yo := lim f(z) = lim &< = —2 gewihlt werden.
z—1 o1 (@2—4) 3

(ii) Da f fiir alle x € D\ {0} stetig ist, reicht es f(0) = yo so zu wéhlen, dass lir% f(z) =
T—
yo gilt. Fiir alle z € D\ {0} gilt:

o0 (o)
—1)" —1)"
xS ( ))'x2n+1 S (=1 22
n=0 _ n=0 )

(@) x sin(x) (2n+1)! 2n+1)
X == = —
cos(z) — 1 X (—1) o, 2 1 g
nz::o ((2n))! zn —1 nz::1 ((2n))! a?
ST E R N L S e
Tndex-Shift n;o @ntDi® _ _x nzz:o D1 B _ngo CIESPIR
o~ (=pn n (=1 n a (=" n
nZ::O ((27121'2)! g a nZ::O (gniﬁ')Q)!x2 nX::() (én+)2)|$2

oo ’n
Da die Potenzreihen Zo é;i)l) 2n ynd Z on +2 ;22" den gemeinsamen Konver-
genzradius R = oo haben, definieren sie d1e Funktlonen fi:R=Rund fo:R—-R

mit

filz) = nz:;] mg@ und fa(x) = nz:;] me

fiir alle z € R. Nach Satz 8.7 (Stetigkeit von Potenzreihen), sind fi und f, stetig.
Folglich muss

—filz) _ f(0) 1
=1 = li =— =—==-2
oW S R T RO ]
gewahlt werden.
Aufgabe 3:
(a) Der Nenner hat in = 2 keine Nullstelle, daher gilt
P4 Tr+2 224724220
lim = = — =
a2 a3 —22+3x  23-22+43-2 10
ur x gilt wegenl —a°=(1—-x)(1+x+z
b) F 1 gil 1—2%=(1 1 2
1 3  (+z4+2)-3 (@-HE=+2) = x+2
l—2 1—a3 1— a3 C (l-2)(1+x+22) 1+z+a?

Damit ergibt sich fiir den Grenzwert

. 1 3 . T+ 2 1+2 3
lim ——— | = lim — =— =——=—1.
zo1\1—2 1—23 o1 14 x4+ 22 1+1+412 3

(c) Dieser Grenzwert existiert nicht. Der Zéhler des Bruchs hat in = 3 namlich keine Null-
stelle, und wegen (2% — x)/(x 4+ 2) — 6/5 fiir x — 3 gilt

2 —z 1 22—z {—l—oo fiir z — 37,

2—-r-6 x-3 x+2

—o0 fiirz — 3~
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