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Aufgabe 1:

(a)

Als Komposition stetiger Funktionen ist f auf [—1,1]\ {0} stetig. Fiir z € [—1, 1]\ {0} gilt

f()71—\/1—;c2.1+\/1—x27 1—(1—2a?) x )
= x 1+vV1I—22 z2(1+vV1—-22) 1+V1-a%

Demnach gilt lirr%) f(x) =0= f(0), und damit ist f auch stetig in 0.
z—

Wir zeigen zunéchst |f(z)| < 1 fir alle € [-1, 1]: Fiir jedes z € [-1,1] \ {0} gilt
@ |z]
()] =

14+ V1 —22
—_———
>0
Wegen f(0) = 0 ist |f(z)|] < 1 fiir alle z € [—1,1] bewiesen. Hieraus folgt f([—1,1]) C
[—1,1].
Nun zeigen wir [—1, 1] C f([—1,1]). Sei dazu yo € [—1,1]. Wegen —1 = f(—1) und 1 = f(1)
ist yo € [f(—1), f(1)]. Aufgrund der Stetigkeit von f existiert nach dem Zwischenwertsatz
ein zg € [—1,1] mit yo = f(xo) € {f(z) | x € [-1,1]} = f([-1,1]). Da yo € [—1, 1] beliebig
war, folgt [—1,1] C f([—1,1]). Insgesamt ergibt sich f([—1,1]) = [-1,1].

< |x| < 1.

Um die Existenz der Umkehrfunktion von f nachzuweisen, verwenden wir folgendes Resul-
tat: Seien X, Y Mengen und f : X — Y eine Funktion. Gelingt es, die Gleichung y = f(x)
durch Aquivalenzumformungen in die Form 2 = g(y) zu bringen (wobei z € X, y € Y und
g:Y — X), dann ist f bijektiv und die Umkehrfunktion von f lautet g.

Fir x € [-1,1] \ {0} gilt

1—v1—22
y = f(z) — y:7x <~ 1—oy=+v1-— 22

X
12y 20 1—2zy +2%? =122 = 2*(1+y%) = 2zy
70 2 2y
1 =9 <— =TT 5
Zz z(1+y~) =2y 1492

Fir x = 0 gilt y = f(0) = 0, also gilt auch hier z = L%Zg. Die Rechnung zeigt: f besitzt
eine Umkehrfunktion, die durch

-1. 7_ —
N I e
=f([=1,1])

gegeben ist.

Seien 1,9 € [—1,1] mit 21 < x5. Zu zeigen ist f~1(x1) < f~1(x3). Dies ergibt sich aus

1 e _ 2m 2m 229(1 + 23) — 221 (1 + 23) 2wy —y + iy — 1173)
f7 ) = f7 () = 2 7 = 2 2 = 2 2
1425 1+ (14 23)(1 + 27) (14 23)(1 + x7)
. 2(%2 —x1 + 1‘1332(561 — 1?2)) _ 2(1‘2 — 515'1)(1 — CL‘1.’L’2) <0
(1 +23)(1 +27) (1 +23)(1 +27) ’

denn wegen —1 <z < xy < 1ist z1x9 < 1.
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(e) Da f~! die Umkehrfunktion von f ist, ist f die Umkehrfunktion von f~'. Da f~! streng
monoton wachsend ist, ist es ihre Umkehrfunktion f nach dem Satz in 9.10 auch.

Aufgabe 2:
(a) Es gilt

sin §7r = sin 7r—17r 10'2—(2)—sin —17r 10-2 (12) sin 17r —@
4~ ) 4 a 4 N 4~ ) 2

und somit
3
tan (47r> = —1.

(b) Nach den Additionstheoremen (3) aus Abschnitt 7.12 der Vorlesung gilt fiir alle ¢ € C:

sin(3p) = sin(2p + ¢) = sin(2p) cos(p) + cos(2¢) sin(y)
= (sin(¢p) cos(ip) + cos(p) sin(p)) cos(p) + (cos(i) cos(p) — sin(p) sin(y)) sin(y)
= 2sin(ep) cos?(p) + sin(y) (cosz(gp) - sinz(ap)) = sin(p) (3 cos® () — sinz(go))

Nach Abschnitt 7.12 (2) der Vorlesung gilt cos?(z) + sin?(x) = 1 fiir alle z € R. Dadurch
lisst sich cos?(p) in der obigen Gleichung eliminieren:

sin(3¢p) = sin(p) (3(1 — sin?(p)) — sin2(<p)) = sin(yp) (3 — 4sin2(<p))

Einsetzen von ¢ = %77 liefert:

0 = sin(7) = sin <3 : ;)w) = sin (;w> <3 — 4sin? <;w>>

Nach (9) im Abschnitt 10.2 der Vorlesung gilt sin (%7‘() # 0. Folglich ist

sin} ——3
37T 2

Nach Abschnitt 10.3 der Vorlesung ist sin(y) > 0 fiir ¢ € (0,%]. Also ist sin (37) =
Nach dem gleichen Abschnitt ist cos(y) > 0 fiir ¢ € [0, §) und damit

1 e 1
—_ = — S1n —_ = -
COS 37T S 37'(' 5

in (L1
tan (17T> = M = \/§
3 3

el

sowie

Wie in Teilaufgabe (a) folgt

2\ _ SRR U SR D
cos 37r =cos |7 37r = —Cos 37r =3
sowie
(2 _ 1 . 1 V3
sin| =7 | =sin{7w— [ =7 =—sin|—=7 ) = —
3 3 3 2
und



(c) Die bereits zitierten Additionstheoreme liefern

cos(2¢p) = cos?(p) — sin?(p)

Vo e C

Durch Beziehung cos?(¢) + sin?(¢) = 1 fiir alle ¢ € R lisst sich sin?(yp) in der obigen

Gleichung eliminieren. Dies liefert:

cos(2¢) + 1

2

1
6

cos? ( 177)
6

Einsetzen von ¢ =

Damit folgt

Ccos (%TF) +1

= cos?(¢p) Vo e R

9 :Z:>COS

()

/1 : (1 1
in|-=-m)= — o Zr)l=2
S 6 6 2

sowie

o (L) -
an67r—

Wie in Teilaufgabe (a) bestimmen

e ()= () )
(i) -en(e- ()

(&)
tan | =7 | =
6

Aufgabe 3:

sin (ﬂr)

sin (%77)
cos (%ﬂ)

V3

3

sich die restlichen Werte:

6
COS (%7’()

7 und Ausnutzen des bekannten Funktionswertes bei ¢ = %W liefert:

(a) Sei 2 > 0. Wir formen die gegebene Gleichung zV® = (y/z )* #quivalent um

P = (Vo)

=4

= e(ﬁ—%m) Inz

(elnx)\/i _ (eln\/i)x

=1 &

PN e(lnm)ﬁ _ 6(%lnm)m

(Vo —3z)Inz=0.

=

Diese Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn Inz = 0 (also = 1) oder wenn /z — 3z =
VZ (1 —3y/x) = 0 gilt. Letzteres gilt genau fiir /z = 2, also z = 4. (Man beachte z > 0.)
Somit gilt 2V = (\/z)® genau fiir z = 1 oder z = 4.

(b)

(i) Fir z € R ist

2I71 + 3I+1 — 2x+4 + 3I71

— 21‘71 2z+4 — 33371 3:t+1
— 273 -2Y=3"(1-3)
— 27(-3) =3"(-%)
27 8/3 2\ 16
7 3 T 312 (3) T 93
16 Ini¢  1n16—1n93
— 1 b 93 _ )
= 7 °g§(93> mZ  In2—In3

e(ln z)\/T 6—(% Inz)z

=1



(ii) Die Gleichung #'°810% = 100z ist nur fiir 2 € (0, 00) sinnvoll. Fiir z > 0 gilt

218107 — 100 2 log (21810 %) = log,, (100 z)

(logyg #)(logyg @) = log;o(100) + log;o(z)
(log1g CC)Q —logp(x) =2=0
(logygz — 2)(logjp(z) +1) =0
logigx =2 oder logy(z)

x=100 oder z=10"'=

-1

rreeae

L1
10"

(c) Die Identitit logy(v/7 — v/3) = 2 — logy(v/7 + V/3) folgt sofort aus

logy (VT —V/3) +logy (V7 +V3) = logQ((\ﬁ— V3)- (VT + \/3)) = logy(7—3) = log,(4) = 2.

Aufgabe 4:

(a)

(b)

Seien z,y € R mit z,y,2 +y ¢ 5 + 7Z. Nach den Additionstheoremen (3) aus Abschnitt
7.12 der Vorlesung gilt:

tan(z +y) = Z) _ sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y)

) cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

(
(
sin(x) + sin(y)
cos(z) cos(y)  cos(z) T cos(y) _ tan(z) + tan(y)
(

7) cos(y) 1 — S0 ) " 1 —tan(z) tan(y)

Seien z,y € R mit |arctan(z) + arctan(y)| < §. Definiere X := arctan(z) und Y :=
arctan(y). Nach Voraussetzung ist also X,Y € (—=%,%) C (Z +7Z)°. Nach Teilaufgabe
(a) folgt dann:

tan(X) + tan(Y)
tan(X +Y) =
an(X +Y) 1 — tan(X) tan(Y)
Nach Abschnitt 10.5 der Vorlesung bildet tan das Intervall (=75, 7) bijektiv auf R ab
mit der Umkehrfunktion arctan : R — (-7, 3). Folglich ist arctanotan = id_z z) und
tan o arctan = idg. Die letzte Identitédt impliziert:

X Y
X+Y = arctan(tan(X +Y)) = arctan < tan(X) + tan(Y) >

1 — tan(X) tan(Y")

tan(arctan(z)) + tan(arctan(y)) x4y
= arctan = arctan
1 — tan(arctan(z)) tan(arctan(y)) —xy
Sei n € N und z € R. Es gilt nach Definition:
e L e % et — e n
(cosh(z) + sinh(z))" = < 5t ) = (e%)" = ™
xrn —In rm __ ,—INn
= <e —;e 4 & 26 ) = cosh(xn) + sinh(xn)

Sei x € R. Nach Abschnitt 10.8 der Vorlesung ist sinh : R — R bijektiv. Also existiert
ein eindeutig bestimmtes X € R mit x = sinh(X). Ferner ist nach Abschnitt 9.12 die
Exponentialabbildung £ : R — (0,00) bijektiv mit log als Umkehrfunktion. Es ist also
logoFE = idg. Es gilt damit:

X _ =X X 4 X
Arsinh(z) = Arsinh(sinh(X)) = X =In(e¥) =In <e 28 + £ —1_26 >

= In(sinh(X) + cosh(X))



Mit der Identitéit cosh?(X) — sinh?(X) = 1 sowie der Tatsache cosh(x) > 1 fiir alle z € R
aus Abschnitt 10.7 der Vorlesung, folgt weiter:

Arsinh(z) = In(sinh(X) + cosh(X)) =1In <sinh(X) + coshQ(X)>
= In (sinh(X) +4/1+ sinhQ(X)> =In (1 +v1+ 372)

(e) Sei x € (—1,1). Nach Abschnitt 10.8 der Vorlesung ist tanh : R — (—1,1) bijektiv mit
Artanh als Umkehrfunktion. Sei also X := Artanh(x) bzw. tanh(X) = z. Es gilt:

sinh(X
(L) _ 1y (Lrmb(Oy 1 (14 GGGy
2 1—z) 2 1 —tanh(X)/) 2 | _ smh(X)
cosh(X)
- lln cosh(X) + sinh(X) —lln ex+2€—x+ex72@—x
2 cosh(X) — sinh(X) 9 eX+2€—X _ex,;_x
1

= U () = D) = X = Astanh(e)
= n{-—x ) =5mn(") =X = Artanh(z
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