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Aufgabe 1:

(a) Seien h(z) = 1 — 2 und g(z) = Artanh(z). Mit der Produktregel (vgl. Abschnitt 11.2)
folgt

f'(w) = (hg)' (z) = (Wg + hy') ()

1
= —2z - Artanh(z) + (1 — x2)72 =1 — 2z Artanh(z) Ve e (—1,1).

1—2x
(b) Seien h(z) = 22% — z + 4 und g(z) = /z. Mit der Quotientenregel (vlg. Abschnitt 11.2)
folgt
hg—fg
f(z) = T(ﬂﬁ)
(42 — VT — (202 — 2 + 4) (ﬁ) 602 w4

= . = T vE Vz € (0,00).

(c) Seien h(x) = %C und g(z) = cosh(x). Mit der Kettenregel (vlg. Abschnitt 11.3) folgt

fl@) = (hog) (z) =W (9(2)) ¢'(x)
1 1 ) sinh(z)
= | —z-——= | sinh(z) = ——"—— Vr € R.
2 ( cosh(ﬂz))3 2 ( cosh(:n))3

(d) Seien h(x) = cos(x),g(z) = 2z,k(x) = €® und I(z) = sin(z). Mit den bereits zitierten
Product- und Kettenregeln gilt
fll@)=((hog) (kol)) = (hog) - (kol)(x)+ (hog)(x) (kol) (z)
= h'(g(x)) - g'(x) - k (I(x)) + h (g(x)) - K (I(x)) - I'(2)
= —sin(2x) - 2@ 4 cos(2z) - @) - cos(x)

= (cos(2z) cos(z) — 2sin(2z)) @) Vo € R.
Aufgabe 2:

(a) Es gilt f/(z) = 8(e?® +4)72 - 2% = 16e%*(e** +4)72 > 0 fiir alle z € R, also ist f streng
monoton wachsend und damit injektiv (Satz in Abschnitt 9.10). Wegen
1= (f(x)=1-(1—-8(e*+4) )2 =1—(1-16(e* +4)~" +64(e* +4)7?)
=16(e*” +4)71 — 64(e* +4)72 = 16(e** +4)7%((e** +4) — 4)
= 16e*(e** +4) 72 = f'(z)

gilt auch die behauptete Gleichung.
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(b) f hat als Bildbereich (—1,1), denn z — (e2*+4)~! hat als Bildbereich (0, ). Da stets f’ #
0 gilt, liefert der Satz iiber die Umkehrfunktion (Abschnitt 11.4), dass f~!: (-1,1) = R
differenzierbar ist mit

(y) = ! @ ! _ iir alle —
UV =500 ~ TR 1o relleveh

Aufgabe 3: Klar ist: fiir alle 2 > 0 ist f differenzierbar in z und es gilt f'(z) = 2z. Weiter
gilt fiir alle z < 0, dass f differenzierbar in x ist und f’(z) = —1. Bei x = 0 gilt

f(h) = £(0) )

h1—1>I(I)1+ - h - hl—1>I(I)1+ h - hl—1>I(I)1+ h=
sowie h h
lim 1(n) - 1(0) _ lim —— 0_ —1,
h—0— h h—0— h

also existiert f/(0) nicht.
Aufgabe 4:

(a) Die Funktionen f,g: (0,00) — R definiert durch
f(z) =In(z* + 3) und g(z) = In(z)

sind differenzierbar und es gilt 1i_)m f(z) = 1i_>m fa(z) = oo. Ferner ist g(z)'(z) = # 0

fiir alle > 0. Folglich gilt nach der Regel von I'Hospital (vgl. Abschnitt 11.11):

1 2 !
lim M - i @: lim f}(x)
Z—00 ]n(;x) Z—00 g(;z:) T—00 f2(;p)
2x 2
1
= lim w21+3 =2 lim — =2 lim = =
T—00 < r—o0 x4 + a:—>ool-|-ﬁ
N————

(b) Die Funktionen fi,¢g; : R — R definiert durch
f(z) =1+ cos(mz) und glz) =2® -2z +1

sind differenzierbar und es gilt lim1 flz) = lirri f(z) = 0. Ferner ist f'(z) = —msin(mx)
T z—>
und ¢'(z) = 2x — 2 fiir alle x € R. Insbesondere ist ¢'(z) # 0 fiir alle x # 1. Folglich gilt
nach der Regel von I'Hospital (vgl. Abschnitt 11.11):
1+ cos(mz) i flx)y .. fl(x) T sin(mz)

= l1m ——— = lim = 11m
o122 —2x +1 z—1 g l’) x—1 g/(a?) z—1 2 —2

Nun sind die Funktionen f’, ¢’ : R — R differenzierbar, es gilt lim1 fl(z) = lim1 Jd(x)=0
T—r s

sowie f”(x) = —m?cos(rx) und ¢”(z) = 2 # 0 fiir alle z € R. Folglich kann die Regel von

I’Hospital erneut angewandt werden und es folgt:

T sin(mz) .. f'(x) . f'(x) . —m?cos(nmz) w2
m ————= = = -~ 7 -
z—1  2x —2 z—1 g’(a}) z—1 g”(l’) z—1 2 2

(¢) Sei x > 1. Dann ist sin auf [\/z, vz + 1] stetig und auf (y/x, v/ + 1) differenzierbar. Nach
dem Mittelwert der Differentialrechnung (MWS) (vgl. Abschnitt 11.7) existiert dann ein

& € (Vr, vz + 1) mit
sin(v/r) — sin(vVx + 1)

— (sin(vz + 1) —sin(vz)) = —cos(&)(Va +1 - Vx)
r+1—z 1
- —eote) () = ()



und folglich

0 fir x — oo.

|sin(v/z) — sin

1 1
r+ 1)| = |—cos(&; ‘ ’S —
(VD] = |zeos(en)) | | < e
<1
Deswegen (éhnlich wie Satz 6.4 (1)) gilt

lim (sin(vz) —sin(vz +1)) =0

T—00
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