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Aufgabe 1:

(a) Die durch f(z) := In(1 + x) definierte Funktion f: (—1,00) — R ist beliebig oft differen-
zierbar. Wegen
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und fiir das Taylorpolynom T4(f,0) ergibt sich
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Sei > 0. Um die Abschiitzung 0 < In(1 + 2) — Ty(f,0)(z) < %25 zu zeigen, verwenden
wir den Satz von Taylor. Dieser besagt, dass es ein £ zwischen 0 und = gibt mit
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Somit reicht es, die Abschétzung 0 < 1 (5) <1 3: einzusehen. Diese ist erfiillt, denn:
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(b) Fiir die durch f(z) := In(2 + =) gegebene Funktion f: (—2,00) — R, die beliebig oft
differenzierbar ist, gilt
1 ne N 1

fi(z) =

Also haben wir f(0) = In(2) und f’(0) = . Nach dem Satz von Taylor gibt es zu jedem
x € [—1,1] ein £ zwischen 0 und z mit

f"©) x a?
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f(x) = £(0) + f'(0)x + 2 221y
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Daher gilt wegen & € [—1, 1]
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Wir kénnen somit a = In(2) und b = ¢ = 3 wihlen.

Aufgabe 2

(a) Wir miissen die Gleichung e® = cos(x) - (ag + a17 + azx? + azx® + - - ), also

1+xz+ .33 + ,x + - (1— %xQ+—~-)(ao~|—a1x—|—a2m2—|—a3m3—|—---)
betrachten. Die rechte Seite ergibt

ap + a1z + (ag — %ao):c2 + (ag — %al)x?’ 4.

und der Vergleich mit der linken Seite liefert ap = 1, a1 = 1, ao — %ag = % sowie
ag—%al:%,alsoaozalzagzlunda;),:%.

Wir suchen Zahlen a,, mit

1
):Zan(m—xo)”, also 1= a: + 2z —3 Zanﬂs+1”.
n=0

Nun gilt wegen 22 + 22 —3 = (z +1)2 -4

x+2x— Zanx—i—l Zanx+1"+2 4Zanx+1

= —dag —day(z 4+ 1) + Z(an,g —day)(z+1)".
n=2

Nach dem Identitétssatz fiir Potenzreihen hat diese Potenzreihe den Wert 1 genau dann,
wenn die folgenden Gleichungen erfiillt sind:

—4ag =1, —4aq = 0, ap—o —4a, =0 firallen > 2.

Es folgt: ap = —i, a; =0 und a, = %an_g fiir jedes n > 2. Vollstéindige Induktion liefert:
ask1 = 0 und agy = —(3)F! fiir alle k € NU {0}

Aufgabe 3:

(a)

(b)

Nach der Kettenregel ist die Funktion f auf (0, 00) differenzierbar und fiir alle 2 > 0 gilt
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Da die Ableitung von f auf (0, 00) verschwindet, ist f auf (0,00) konstant. Fiir alle 2z > 0
gilt

f'(z) = arctan’(x)+arctan’ (z~

f(x) = f(1) = 2arctan(l) =2-§ = 7.
(i) Fur z > 0 gilt

f'(@) = n(x) (In(z) +2).
Nach Abscnitt 11.13 erfiillt ein lokales Extremum die notwendige Bedingung f'(z) =
0, daher kommen nur die Punkte 27 = 1 und z3 = =2 (beide liegen im Definitions-
bereich von f!) als lokale Extrema in Frage.
Die zweite Ableitung von f ist
2
f'(@) == (In(z) + 1)

T

und f’(z3) = 2 > 0, f"(23) = —2€? < 0. Folglich besitz f in 2} ein Minimum und
in x5 ein Maximum. Die Funktionswerte an diesen Stellen sind

Fai) = F1) =0 und fla}) = fle?) = de2.

=0.



(ii) Es ist

4 — o2
() = —— Vo eR.
Da ein lokales Extremum die notwendige Bedingung f’(x) = 0 erfiillt, kommen nur
die Punkte 2] = 2 und % = —2 (beide liegen im Definitionsbereich von f!) als lokale
Extrema in Frage.
Die zweite Ableitung von f ist

273 — 24z
f'(@) = @2t
Wegen
2 = L <0 und f"(-2)= L > 0,
16 16
besitz f in 2] = 2 ein Maximum und in 25 = —2 ein Maximum. Die Funktionswerte

an diesen Stellen sind

D= -7 wd Q)=

Aufgabe 4: Wird in der Ubung am 15.1.2016 besprochen.
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