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Aufgabe 1: Um das lineare Gleichungssystem

T1 — 2x9 —+ r3 — T4 + z5= 0
4x1 — 8x9 4+ 3x3 — 3x4 + 5= 2
—2x1 + 4z — 2x3 — z4y + 4dx5= -3

r1 — 2x9 — 3x4 + 4dx5= -1

zu 16sen, bestimmen wir die Zeilennormalform der zugehorigen erweiterten Matrix

-2 1 -1 1] 0 1 -2 1 -1 1| 0
4 -8 3 -3 1| 2 00 -1 1 -3 |(—1)
A
-2 4 -2 -1 4] -3 00 0 =3 6| =3][(-3)
1 -2 0 -3 4/ -1 0 0 -1 -2 3| -1
1 -2 1 -1 0 1 -2 1 -1 0 j+
0 -1 3| -2 0 0 1 -1 3| -2 (-1)
o d A
0 0 1 -2 1 1 00 0 1 -2/ 1 3
0 -1 -2 3| -1 + 00 0 -3 6| -3 1+
1 =200 -2 2 1 200 —2|2
0 0 1 -1 3| -2 j+ 0 0 10 1|-1
N N
0 0 0 —2 00 01 —2|1
00 0 0 ol o 00 00 00

und verwenden den (—1)-Ergénzungstrick, d.h. wir lassen Nullzeilen in der Zeilennormalform
weg und ergénzen Zeilen mit —1 und sonst Nullen so, dass auf der Diagonalen nur £1 steht:

1 -2 0 0 -2 2
0 -1 00 010
0 0 1.0 1 |-1
0O 0 01 =2]1
0 0 00 —-1]0

Nun kénnen wir die allgemeine Losung z = (21, 22, ¥3, 4, 25) € R® des linearen Gleichungssys-
tems ablesen:

2 —2 —2
0 ~1 0

z=|-1|+s] 0 [+¢] 1 (s,t €R).
1 0 —2
0 0 ~1

Aufgabe 2:

(a) (i) Offenbar ist v = —2v3. Daher gilt v; + Ove 4+ 2v3 = 0, d.h. es gibt eine nichttriviale
Darstellung des Nullvektors. Also sind die Vektoren vy, v9, v3 linear abhingig. Im
allgemeinen erkennt man nicht sofort, ob gegebene Vektoren linear unabhéngig sind
oder nicht. Um die Vektoren vy, v9, vs auf lineare Unabhéngigkeit zu priifen, kénnen
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wir v1, vo, vg als Zeilen in eine Matrix schreiben und diese durch Zeilenumformungen
auf Zeilenstufenform bringen:

-2 4 2 3 6 2 -1 3 6 2 -1
6 2 -1 ~ 0 8 -2 4 3 ~ 08 -2 4
-4 1 =2 0 -4 1 =2 j+ 0 0

Da die letzte Zeile der letzten Matrix eine Nullzeile ist, sind vy, v2, v3 linear abhéngig.

(ii) Gébe es ag,a3 € R mit vy = ajv1 + agvs, so miisste fiir die erste Komponente
gelten: 3 = a3 -0+ a3 - 0 = 0. Dies ist nicht méglich. Deshalb gibt es keine Zahlen
a1, a3 € R mit vg = aqv; + agvs.

(b) Wir schreiben die Vektoren vy, vo, v3 als Zeilen einer Matrix und bringen diese auf Zeilen-

stufenform
1 0 1 (—a) 1 0 1 1 0 1
0 1 -1 1 > 01 -1 (-1) > 01 -1
a 1 1 + 01 1—a J+ 0 0 2—a

Die letzte Zeile der letzten Matrix ist eine Nullzeile nur fiir a = 2, d.h. die Vektoren
v1, U2, v3 sind nur fiir ¢ = 2 linear abhéngig.

Aufgabe 3: Um den Kern A zu bestimmen, bringen wir die Matrix A auf ihre Zeilennormal-
form:

1 31 4 1 3 1 4
2739 — 0 1 1 1 3-(—2)
1 5 31 0o 2 2 =3 +
1 2 0 8 0 -1 -1 4 +
1 31 4 j+ 1 0 -2 1 +
011 1 (=3) 01 1 1 j+
g N
000 —5] |—-1% 00 0 1 (1) —(-1) —"(—1)
000 5/ |2 00 0 1 +
10 -2 0
01 0
PUNN
00 1
00 0
Mit Hilfe des (—1)-Ergédnzungstricks lesen wir ab
-2 2
4 . 1 . -1
KernA={zeR :Aajz()}:hn{ 1 }:hn{ 1 }
0 0

Ferner erkennen wir an der Zeilennormalform von A, dass erste, zweite und vierte Spalte von
A linear unabhéngig sind, und folglich

Bild A = lin {

}:hn{
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Per Definition ist

Rang A = dimBild A = 3.



Aufgabe 4: Aufgrund der Linearitit von ¢ gilt

¢(61) = ¢(61 +eg + 63) — ¢(€2 + 63) = (62 — 63) —e] = (—1)61 + leg + (—1)63,
P(e2) = ¢(ea + e3) — ¢(e3) = e1 — (2e1 + 3ea + 5ez) = (—1)er + (=3)e2 + (—5)es,
(;5(63) = 2e1 + 3eg + eg.

Somit lautet die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der Standardbasis eq, ez, e3 des R? (siche
Abschnitt 15.14)

-1 -1 2
1 -3 3
-1 =5 5
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