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Aufgabe 1

a)

b)

Um Real- und Imaginérteil von z; zu ermitteln, betrachtet man am besten die Polarkoordi-
naten von 1 — iy/3. Die Linge dieser Zahl betrigt

1-iv3| =12+ (-V3) = Vi=2,
und nun gilt es noch, das Argument von 1 — iy/3 zu finden, d.h. ¢ € (-7, 7] mit
1—i\/§:2ei‘p:2(coscp—|—isin4p), also cosgp:% und sin@z—%\/g.
Dies ist genau fiir ¢ = —%W der Fall; damit ist 1 — iv/3 = 2e~7/3. Es folgt
2 = (1 . i\/§)42 _ (264”/3)42 _ 242642(71'”/3) _ 942, l4mi _ 2427

denn e~ 14 = cos(—147) +isin(—14m) = 1. Somit sind Re z; = 242, Im z; = 0, |21| = 2%? und
argz; = 0.

jus

Wie zuvor gesehen, ist 1 £+ V/3i = 2e*'3. Damit erhalten wir

2¢i3 N 201 on\ 201 o .
z9 = ( 5 e_; ) = (ez%) = 5L 13T _ o (1347) +isin (1347) = 1.
e '3

Also sind Rezo = 1, Im 25 = 0, |22] = 1 und argzo = 0.
Es sei t € (0,27). Wegen €' — e~% = 2isin ¢ fiir ¢ € R erhalten wir
2(t) =1—¢ = (e_it/2 - «s’it/Q)eW2 = —2isin(t/2) €*/? = 2sin(t/2) /2

wobei fiir die letzte Umformung —i = e~""/2 verwendet wurde. Damit haben wir bereits die

gesuchte Polardarstellung von z(t) gefunden, denn fiir alle ¢t € (0,27) gilt sin(¢/2) > 0 und
$(t — m) € (—m, . Also hat z(t) die Linge 2sin(t/2) und das Argument (¢ — ).

Wir haben
PELA T .. o7 o 1 {
z=e€ 4 —cos<4)—|—zsm<4>— Q\f 2\@,

157 15 15 7 7 1 )
2 =T = cos <47T> + ¢sin <47T> = cos <Z> + 7sin (I) = 5\[ - %\/5
150 _ i7o0 7507 s 7507 3m L 3m ,
— — —— 1mn _— = —_— 1n _— = —
z e cos | —, s 1 cos | - s 5 i,

weil 750 = 93 - 8 + 6 und somit X" = 93 - 27 + 5T ist.

und
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Aufgabe 2

Sei V ein K-Vektorraum und vy, ...,v, € V.

a)

b)

d)

Ist M C V mit 0 € M, so gilt lin(M) = lin(M \ {0}). Daher ist M linear abhéngig.

Diese Aussage ist falsch. Beispielsweise ist M = {(é) , <8>} C R? = V linear abhingig,
jedoch kann (1) nicht als Linearkombination des Nullvektors 8 dargestellt werden, d.h.
es existiert kein o € R mit <(1)> =a- <8> [Weiteres Gegenbeispiel siehe Aufgabe 5 a)]

Existiert ein Vektor v € V mit eindeutiger Darstellung als Linearkombination der vy, v, ..., v,
(d.h. es gibt eindeutige ai,aq,...,a, € K mit v = agv; + agvy + ... + apv, = Z?Zl a;vj),
so wird auch der Nullvektor 0 = v — v eindeutig dargestellt. Folglich lasst sich der Nullvektor
nur als tiviale Linearkombination der vy, vs, ..., v, darstellen. Also sind vq,v9,...,v, linear
unabhéngig.
1
Diese Aussage ist falsch. Beispielsweise im Vektorraum V = R? sind die Vektoren vy := O>
0\ .. N N 0 . . 1
und v := 1 linear unabhéngig. Wéhlt man v := | ~ )50 sind die Vektoren vi+v = ( ~ 1
0

und vy +v = 8 linear abhéngig, denn es gilt 0« (v1 +v) + 1 (v2 +v) = 0

Diese Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: V = C2. Dort sind v; := ((1)> und vy := <(1)> linear

unabhéngig. Auflerdem sind vy und vz := <O> linear unabhéngig. Die Vektoren vo und wv3

1

sind jedoch nicht linear unabhéngig, denn es gilt vo — v = <0>

0
Aufgabe 3
In einem K-Vektorraum V seien linear unabhéingige Vektoren vi,...,v; und linear unabhingige
Vektoren vgy1,..., v, gegeben sowie die beiden Aussagen

A= “vi,..., V0, Vkt1,--.,Un sind linear unabhéngig”
B = “lin(vy,...,vx) Nlin(vgt1, ..., vm) = {0}

Behauptung: A < B.

Wir zeigen A = B durch Kontraposition, d.h. wir verifizieren -B = —A:

Sei also lin(vq,...,vg) NUn(Vkt1, ..., vm) # {0}, etwa 0 # v € lin(vy,...,v5) N n(vkg1, ..., Um).
Wir miissen zeigen, dass dann vy, ..., vy, linear abhingig sind.
Wegen v € lin(vy,...,v5) N lin(vgyt, ..., o) gilt v € lin(vy,...,v,) und v € lin(vgy1,...,Um).

Daher existieren Skalare a; € K (nicht alle = 0, da v # 0) mit v = vy + ... + apv, = Z?Zl a;vj
sowie ; € K (nicht alle =0, da v # 0) mit v = By 1V41 + ... + BmUm = Z?;kﬂrl Bjv;. Es folgt

k m k m
O=v—-v= Zajvj - Z Bjv; = Zajvj + Z (=Bj)v; -
j=1 J=1

Also ist eine nichttriviale Linearkombination der vy, ..., v, gefunden, die den Nullvektor darstellt.
Somit sind v1, ..., vy linear abhingig.

Nun zu B = A. Wir zeigen ~A = —-B:



Seien also vy, ..., vy linear abhingig. Dann gibt es eine nichttriviale Linearkombination des Null-

vektors, d.h. es existieren aq, ..., ag, Bk+1, .- ., OBm € K (nicht alle = 0) mit
k m k m
0= Zajvj + Z ﬁjvj , bzw. Z Qv = — Z ijj . ()
j=1 j=k+1 j=1 j=k+1
Ist ein «; ungleich 0, so gilt Z?Zl a;vj # 0 [da v1,..., v, linear unabhéngig sind] und wegen (x)
auch Z;n:k—i-l Bjv; # 0.
Ist ein f3; ungleich 0, so gilt > 7", | Bjv; # 0 [da ki1, ..., Um linear unabhéingig sind] und wegen

(*) auch 2?21 a;vj # 0.
Zusammen folgt Z?Zl ajuj #0und 3770, ) Bju; # 0. Ist v = Z?Zl a;vj gesetzt, so gilt 0 # v €
lin(vy,...,vg) und

02 3 (B € (v, v
j=k+1

Also ist lin(vy, ..., vg) Nlin(vgs1, ..., vm) # {0}

Aufgabe 4
0 3 0
4 - : 8 6 —4
a) Im R® sind die Vektoren vy = | ~ gl 2= 5 [um=1], gegeben.
4 -1 -2

i) Offenbar ist v; = —2wv3. Daher gilt v; + Ovg + 2v3 = 0, d.h. es gibt eine nichttriviale
Darstellung des Nullvektors. Also sind die Vektoren vy, vs, vg linear abhéngig.
Im allgemeinen erkennt man nicht sofort, ob gegebene Vektoren linear unabhéngig sind
oder nicht. Um die Vektoren vy, vs, v3 auf lineare Unabhéngigkeit zu priifen, kénnen wir
v1, U2, v3 als Zeilen in eine Matrix schreiben und diese durch Zeilenumformungen auf

Zeilenstufenform bringen:
0 8 -2 4

o W
| o
W
— N
[
NGRS

[vertausche erste und zweite Zeile]

o O
| o
o
[ |
[\)
|
N >

[multipliziere die dritte Zeile mit 2]

3 6 2 -1
0 8 -2 4
0 8 2 -4

Da die Zeilen der letzten Matrix linear abhéngig sind, sind es vy, va, v3 auch.

iil) Wire vy = aqv1 + agvs fiir a1,a3 € R, so miisste fiir die erste Komponente gelten:
3 =01 -0+ a3z -0 = 0. Dies ist nicht méglich. Deshalb gibt es keine oy, a3 € R mit
Vo = (1V] + Q3V3.



b) Seien ai,ag, a3 € R mit ajv; + agve + asvy = 0, also mit

o +asa = 0
as +a3 =0
a1 — gy + a3 =0
bzw. dquivalent hierzu
o) = —aas
Qy = —Q3
a1 = —20[3

Nur fiir a = 2 gibt es eine Losung, die sich von oy = as = a3 = 0 unterscheidet (z.B.
ay =2,a9 = 1,3 = —1, dann gllt 201 + v — vz = 0)

Also sind die Vektoren vy, vg, v3 nur fiir a = 2 linear abhéngig.

Aufgabe 5

a)

b)

1 2 )
Im C* sind die Vektoren v; = _32 , Vg = (5) , vz = I?? gegeben. Wir halten
0 0 0

zunéichst folgendes fest: Ist V' ein beliebiger Vektorraum und gilt Uy C Us C V, so folgt
lin(Uy) C lin(Uz) C V. AuBlerdem haben wir lin(lin(U)) = lin(U) fiir jede Teilmenge U C V.
[Beides folgt unmittelbar aus der Definition des linearen Aufspanns.]

Also ist klar, dass die drei Vektorrdume lin(vy,v2), lin(v1, v3) und lin(vg, v3) Teilmengen von
lin(vy, v, v3) sind. Um zu sehen, ob lin(vq, ve, v3) tatséchlich grofler ist als die anderen Mengen,
untersuchen wir nun, ob die Vektoren vy, v9, v3 linear abhéngig sind, d. h. wir fragen uns, ob es
A1, A2, Az € Cmit |Ar|+ |2 +]A3] > 0 und A\jv; +Agva+Azvz = 0 gibt. Fiir solche Zahlen muss
wegen der zweiten Komponente der Vektoren A3 = —A; gelten. Offenbar ist v — vg = —2ws.
Die Vektoren v, v2,v3 sind also in der Tat linear abhéngig; es gilt v; + 2vo — v3 = 0. Folglich
haben wir

lin(vy, v, v3) = lin(vy, v, v1 + 2v2) C lin(lin(vy, v2)) = lin(vy, va) .

Vollig analog ergibt sich, dass lin(vi, v3) und lin(vg, v3) Obermengen von lin(vy, ve, v3) sind.
Alle vier zu betrachtenden Vektorrdume sind somit identisch.

Eine Basis des R? ist durch die drei Einheitsvektoren eq, e2, e3 € R? gegeben. Um lin(by, ba, b3)
= R3 zu zeigen, reicht es zu begriinden, dass wir jeden dieser Basisvektoren durch by, bo, b3
darstellen konnen: €1 = b3 — bg, €3 — b3 — bl, €9 = b1 — €1 = b1 — (b3 — bg) = b1 — b3 + bQ.

Um lin(by, be, b3) = R3 nachzuweisen, kénnen wir auch zeigen, dass die drei Vektoren by, by, b3
des R? linear unabhingig sind. Wegen dim(R?) = 3 folgt dann lin(by, b, b3) = R3.

Wir schreiben by, by, b3 als Zeilen in eine Matrix und bringen diese durch Zeilenumformungen
auf Zeilenstufenform:

110
011
111
[ersetze die dritte Zeile durch die Differenz der ersten von der dritten Zeile]
1 10
011
0 01

Somit gilt n = r = 3 und die Vektoren by, bs, b3 sind linear unabhéngig.
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