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Aufgabe 1
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Nach dem Wurzelkriterium konvergiert die Reihe Y 7 | ay,. Ihr Wert ist

S o= S = Ay e A ]

b) Nach dem binomischen Satz gilt fiir jedes n € Ny

SO -EEOE -0 -

Wir haben also eine geometrische Reihe vor uns; wegen \%] < 1 ist sie konvergent und hat

den Wert
- = =4,
Z<4) 1_

n=0

c) Fir jedes N € N gilt

i n _ZN:n+1—1_ZN: 11 11 N
(n+1)! ~ (n+1)!  —\nl (+D1!) 0 (N+1) '

Folglich konvergiert die Reihe > > - und hat den Wert 1.

= (n+1)

Aufgabe 2

a) Die Bernoullische Ungleichung liefert 2" = (1 4+ 1)" > 1+ n > n fir alle n € N, d.h. es ist
stets {/n < 2. Somit ergibt sich fiir alle n € N
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n!

Bekanntlich konvergiert > >° n, (mit Reihenwert e), also ist auch > >° | b, konvergent, und

o0

el nn—\/,ﬁ folgt mit dem Majorantenkriterium.

die absolute Konvergenz der Reihe )
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b)

d)

f)

Fiir n > 3 ist der Nenner positiv und es gilt
n+4 > n+0 1 >
n2—3n+1" n2+0 n

Aus der Divergenz der harmonischen Reihe ) 7, % folgt mit dem Minorantenkriterium die

n+4
Divergenz von % | "

Fiirn > 3 gilt 1+1 < J+1 = 5 und daher (3+1)" < (2)". Die geometrische Reihe >0° (2)"
ist also eine konvergente Majorante von ) 7 (% + %)” Nach dem Majorantenkriterium ist
S5 (3 4+ 1)™ absolut konvergent.
Ist a, := Eg—??; gesetzt, so gilt fiir alle n € N
ant1|  [((n+1)1)? (@)l (n+1)? B (1+1/n)?
an 2n+1)! ()| (@2Cn+2)2n+1) (2+2/n)(2+1/n)
Also ist limsup,,_,, |a"+1| = limy 00 |a"+1| (25_10—';(02)_7_0) = % < 1. Das Quotientenkriterium
liefert, dass )~ an absolut konvergiert.
Fir n € N schreiben wir a,, = % = (=1)"b, mit b, := m Die Folge (by,)
konvergiert gegen 0. Ferner ist (b,) monoton fallend, denn fiir alle n > 1 gilt
b 3(n+1)+ (—1)""!
1 e (n+1)+(=1) >1 & 3z2(-1)"—-(-)""" & 3z20-1)"
bn+1 3n + (_1)n

Nach dem Leibnizkriterium konvergiert Y ~° | ay.

Wegen
1 1

1
a = > = —
[an] 3n+(=1)" " 3n+n 4n
und der Divergenz von Y o0 L ist >°°° | L eine divergente Minorante fiir Y °° ; |a,|. Deshalb
ist > >° | an nicht absolut konvergent.

Wegen it = (—1)2? = 1 gilt fiir alle m € N
~4m—3 . ,L~4m—2 — _17 ‘4m—1 . . -4m — 1

Folglich erhalten wir fiir jedes N € N
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Nach dem Leibnizkriterium konvergieren diese Summen fiir N — oco. Damit wissen wir: Wenn
wir mit sy die N-te Partialsumme der zu untersuchenden Reihe bezeichnen, dann konvergiert
syn fiir N — oo. Fiir m € {1,2,3} gilt

4N+m ’in N
S4N+m = S4N + Z B Ga hm S4N
n=4N-+1
wegen |i"/n| = 1/n. Folglich konvergiert sy fiir N — oo, d.h. die Reihe > °°; £ konver-

giert. Sie ist aber nicht absolut konvergent, weil die harmonische Reihe Y2 | ]’n =3, %
divergiert.



Aufgabe 3

a)

b)

Offenbar ist a; = 2 > 0. Fiir n > 1 gilt wegen n > \/n
1 (=t 1111
an=—Fm=+—""2—75——>———
Vn n vn o on T on on

Die Konvergenz von (a,,) gegen 0 ist klar wegen 1/y/n —— 0 und 1/n —— 0.

Fiir jedes N € N gilt

N N oy N Ny
e (G 3) - L

n=1 n=1 n=
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Die erste Summe ist die N-te Partialsumme der Reihe » 2, ~—~

, die nach dem Leibnizkri-

terium konvergiert; insbesondere ist die Folge ihrer Partialsummen (Zfl\;l %) NeN

oben beschrankt, d. h. es gibt eine Konstante C' mit Zf:[:l (:/1%“ < C fiir alle N € N. Es folgt

nach

N
1
sNgC—g — fiir jedes N € N.
n
n=1

Aufgrund von ZN L o fir N — oo folgt hieraus sy Nz, —o0, d.h. die gegebene

n=1n

Reihe Y 7, (—1)"a,, ist tatséchlich divergent.

Das Leibnizkriterium ist nicht anwendbar, weil die Folge (a,) nicht monoton ist.

d) Zunichst zum Quotientenkriterium: Fiir ungerades n € N gilt
boyr _ (4™ e e M1 3 e
bo (1P (Q-pr D (P (14?2 2 '
Fiir gerades n € N dagegen ergibt sich
bn+1 o (1 B %)n—i—l 7’L2 o 712 (%)n-{—l . 1 1 n—00 0
bo (1?2 (g (m+D2 (G (145)2 230 '
Es gilt also lim sup(by,+1/b,) = oo > 1 und liminf(b,4+1/b,) = 0 < 1. Das Quotientenkriterium
liefert somit keine Entscheidung.
Das Wurzelkriterium kann dennoch eine Entscheidung bringen, und so ist es in diesem Falle
tatséchlich. Fiir gerades n € N gilt ndmlich
od= 2 o2 noe
N T G2
d.h. es gilt limsup {/]b,| > 2 > 1, und dies impliziert die Divergenz der Reihe.
Aufgabe 4

Mittels Zeilenumformungen bringen wir A auf Zeilennormalform; die Zeilen werden dabei jeweils
mit 7y, Zs und Z3z bezeichnet:

0 -2 2 4 . -2 0 1 7\ , ., (1 0 -5 -3
4—64—5%0—224——?—)01—1—2
9 o 1 7 ) twschen \ y  _g 4 _5) Zo—3Z22 \4 _¢ 4 —5
o) - o o} ]
Z3—Z3—47, 0 1 _1 2 Z3—73+672 O 1 _1 _2
0 -6 6 9 00 0 -3
1 7 1
Z3—>—%Zg 1 O T2 T2 Z1—>Z1+%Z3 1 0 ) 0
2% o1 -1 o) 2T g 1 —1 0
00 0 1) 27225 \go 0 1



In der Zeilennormalform von A gibt es drei nichtverschwindende Zeilen, also hat A Rang 3.
Nun zur Matrix B:

1 -4 3 -2 0 1 0 1 2 2
1 -2 1 4 2| Z—=32s (1 -2 1 4 2
2 0 2 4 4| ziezs 1 -4 3 -2 0
1 0 -1 a p 1 0 -1 o B
1 0 1 2 2 1 0 1 2 2
Zj_>Zj_Z1 0 _2 0 2 0 Z3—)Z3_222 0 ]. 0 _1 0
(j=2,3,4) 0 —4 2 —4 —2 Zo—s—12, 0 0 2 —8 —2
0 0 -2 a—2 B-2 00 -2 a—2 pB-2
1 01 2 2 1 00 6 3
Za—Z4+73 0 ]. O —]. 0 W —Z1—Z3 O 1 0 _1 0 . D
Zg—>%Z3 0 0 1 —4 -1 0 0 1 —4 —1 =B
0 00 a—-10 B—14 000 a—10 B—4
Fall 1: a = 10 und B = 4. In diesem Fall steht die Zeilennormalform von B bereits da:
100 6 3
010 -1 0
001 —4 -1
000 O O
Da hier genau 3 nichtverschwindende Zeilen existieren, hat B in diesem Fall Rang 3.
Fall 2: a = 10 und B # 4. Dann erhalten wir
100 6 3 100 6 0
B Zy—B-4)"'z, |0 1 0 =1 O Z—z-3Z, |01 0 =1 0
e et
0 01 —4 —1)] zsszs+zs (0 0 1 —4 0]’
000 0 1 000 0 1
und lesen ab: In diesem Fall hat B Rang 4.
Fall 3: a # 10. Dann setzen wir ¢ := (5 —4)/(a — 10) und erhalten
100 6 3 1 000 3-60
B Zy—(@-10)"12Z, [0 1 0 =1 0 | Z1=21-6Z4, Zo—Z2+Z4 [0 1 0 0O )
et
0 01 —4 -1 Z3—Z3+424 001 0 —1+446
000 1 ¢ 0 001 0

Die Matrix B besitzt somit auch in diesem Fall Rang 4.
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