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Aufgabe 1

Zu n € Ny definiere a,, := EZ% sowie by, := \/7% Die Reihe > > (—1)"b,, konvergiert nach dem

n=0

Leibnizkriterium, weil (b)) eine monoton fallende Nullfolge ist.
Fiir das Cauchyprodukt Y > ¢, der Reihe Y a, mit sich selbst gilt

c :zn:a a :i (_1)nik . (_1)k :(_1)712”: 1
= o —Vn—k+1 Vk+1 n—k+1-VE+1

Mit
0<(Va—- Vb2 =a-2v/avb+b < avb<li(a+b)  (fira,b>0)
folgt
n n n
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Demnach ist (¢,,) keine Nullfolge und damit y 2 ¢, divergent .
Aufgabe 2
a) Die Reihe lésst sich als Differenz zweier Potenzreihen darstellen:
o0 oo o0 o0
n—1 n+1-2 1, 2 n
— 2" = — 2" = — 2" = — 2"
2 it =X AP DEERD Dy
= (n+1)! ~ (n+1)! — n! = (n+1)!

Die erste Reihe ergibt E(z), die zweite liefert fiir z = 0 den Wert 2 und fiir z # 0 gilt

oo oo o0

2 n 2 1 ni1 | 25 2P 2
E —Z :fE —Z :,g —:f(E(z)—l).
nzo(n+1)! zn:O(n—I—l)! Zk:lk! z

Insgesamt folgt: Die von ) 7 (n”T_ll), 2™ dargestellte Funktion f : C — C ist gegeben durch

FO)=EQ) —2= 1, f()=mB(-EEZ2_EZAE@T2 )

z z

b) Hier ergibt sich geméfl der Reihendarstellung der Sinus-Funktion fiir jedes z € C

0o _1)n . > —1)" n .
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Aufgabe 3

a)

b)

d)

f)

Fiir a, := (2n +1)/(n — 1) gilt

lan|  2n+1  n® 241/n L o, 2
lans1] (n—12 2n+3 (1-1/n)2 2+3/n 2
Die Reihe hat daher den Konvergenzradius 1. Wir miissen nun noch die Rénder des Konver-
genzintervalls, also x = —1 und x = 1, untersuchen. Dies liefert die zwei Reihen
oo o0
2n+1 2n+1
— (=" d —.
Z(n_1)2( ) un Z(n—l)Q
n=2 n=2

Die Konvergenz der ersten Reihe wird durch das Leibnizkriterium garantiert, denn

L_ 4l _2n-D+3_ 2 3 2 3 w43 _
"T =12  (n—-12  n-1 n-12"n w2 nz U

Die zweite Reihe hingegen divergiert wegen a,, > 2n/n? = 2/n und des Minorantenkriteriums.
Insgesamt: Die Reihe konvergiert nur fiir z € [-1,1).

Wegen {/|1/n" =1/n 2%, 0 hat diese Reihe den Konvergenzradius oo, d. h. sie konvergiert
fiir alle z € C.

Die Reihe hat die Form ., apz® mit ag, = "D und agn+1 = 0 fiir alle n € N. Somit

1st
2n/2n _ d
e =e, n gerade
2n — 2n n(1+(—1)”) = ’ ’
|agn| \/|€7 { eV/2n — 1, p ungerade,

und wegen **%{/|agn+1| = 0 fiir alle n € N folgt limsup;,_, . V/|ax| = e, d. h. die Potenzreihe
hat den Konvergenzradius e~!. Fiir 2 = ¢! ergibt sich die Reihe

oo
Z 6n(l—l—(—l)”)e—2n .
n=1
Diese Reihe ist divergent, da fiir gerades n gilt: e"(1+(=D"e=2n = e2ne=2n — 1 1 () (n — o0).

Die Potenzreihe konvergiert daher nur fiir x € (—e™1,e71).

Bemerkung: Man kann auch y := 22 setzen und >y eI+ (=1)")yn hetrachten. Diese Reihe
hat Konvergenzradius e~2, d.h. sie ist konvergent fiir |y| < e~2 und divergent fiir |y| > e~2.
Hieraus folgt dann Konvergenz fiir |z| < e~! und Divergenz fiir |z| > e~ L.

Fir a, = 1 + % + ...+ % gilt offenbar 1 < a, < n. Wegen /n %% 1 folgt hieraus
Y |ay] 2%, 1. Die Potenzreihe 3% apz™ hat also den Konvergenzradius R = 17! = 1.

n=1
Fiir |2| = 1 konvergiert die Reihe nicht, denn dann gilt |a,2"| = ap, —— oo, d.h. die

Reihenglieder konvergieren nicht gegen 0. Konvergenz der Reihe liegt also nur fiir |z| < 1 vor.

Auch diese Potenzreihe hat den Konvergenzradius 1, denn

0, <1,
28282 = Yok §f|2k = ofaf A2 { :Z: 1
oo, |z| > L.

Auf dem Rand des Konvergenzkreises liegt keine Konvergenz vor, denn fiir |z| = 1 gilt
|2F2+*| = 2% - 0 (k — o0). Die Reihe > o 92k 2 konvergiert somit nur fiir |z| < 1.

(z+3i)™
n2

Fiir den Konvergenzradius R von =30 ap(z+ 3¢)" mit a, := # ergibt sich

wegen

1
limsup V/l|a,| =limsup ——= =1
n—>oop ‘ n‘ ﬂ—>00p (%)2

2



R =171 = 1. Die Potenzreihe > °° (ztf;i)n konvergiert also fiir z € C mit |z + 3i| < 1 und

divergiert fiir z € C mit |z 4 3i| > 1. Fiir z € C mit |z + 3i| = 1 gilt

a3 1

5 2 fiir jedes n € N.

(24 3i)"
=

n n

Wegen der Konvergenz von Y o | - ist die Reihe Y07, % fiir |z 4+ 3i] = 1 nach dem

Majorantenkriterium konvergent. Also konvergiert die Reihe genau fiir z € C mit |z 4 37| < 1.
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