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Aufgabe 1
a) Nach Definition gilt f(x) = VT = @Y7 fiir jedes 2 > 0.
Ist g: (0,00) — R,z — In(z) {/z gesetzt, so ist f(z) = e9(*) = E(g(x)). Die Kettenregel liefert
f'(z) = E'(9(z)) g'(z) = E(g(x)) ¢'(z) = f(x) g'(x), =€ (0,00).

Weiter gilt nach der Produktregel

g'(z) = W' (z) ¥z + In(z) (z1/3) = é%ﬂ In(z) %x*w = W ., 2€(0,00),
also
iy = VIO iy e (0,00).
b) Anwendung der Produkt- und Kettenregel liefert fiir jedes x € R
f/(z) = —2sin(2z) "7 + cos(2z) €% cos ¥ = (cos(2z) cosz — 2sin(2x)) e .

c) Mit Hilfe der Kettenregel erhélt man fiir jedes x € (

1, 00)
f'(z) =I'(Inz) In'(z) = ﬁ )

8|

d) Fiir jedes = € (0,7) gilt [Man beachte sinz > 0 fiir alle z € (0,7).]
f(:L‘) — pSinz (sin :L,)z _ eln(x)-sinx‘eln(sinx)-x — eln(:p)-sinerln(sinz)-x — E(IH(Z‘)SID x—Hn(sin (E)IL‘) )
Mehrmalige Anwendung der Ketten- und Produktregel ergibt fiir jedes z € (0, 7)
f'(z) = E'(In(x) - sinz + In(sinz) - z) - (In(z) - sinz + In(sinx) - x)’
cos T

1
= E(In(z) - sinz + In(sinx) - z) - (— sinx + In(z) cos(x) + . + In(sin x))
x inz

sinx

sinx (.: T T :
= 2" (sin z) ( + In(x) cos(x) + P + In(sin x)) :

Aufgabe 2

a) i) Wir betrachten die differenzierbare Funktion f: R — R, x — f(x) := cosz. Nach dem
Mittelwertsatz gibt es zu jedem z > 0 ein £ € (0, z) mit

- —1
J@=JO) _ ey qn EIl e
z—0 z
Speziell zu x, := % existiert ein solches &, € (0, %) Dann gilt &, — 0 fiir n — co und
1—
n(l — cos %) — ST sin &, 272 sin0 = 0, da sin in 0 stetig ist.
In
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ii) Hier betrachten wir die Funktion f: (0,00) — R, y + cos+/y. Die Kettenregel liefert,
dass f auf (0,00) differenzierbar ist mit f'(y) = _;lfl/g‘/y fiir alle y > 0. Nach dem
Mittelwertsatz existiert zu jedem = > 1 ein §; € (z — 1,z + 1) mit

flz+1)— f(x—1) cosve+l—cosyz—1 —siny&
(z+1)—(z—-1) 2 V&

=f'(&),  dh

Hieraus ergibt sich die Abschéitzung
sin /&, 1 &el-laz+l) 1

Ve |ISVE S -

Wegen lim, oo \/% = 0 ist der zu bestimmende Grenzwert 0.

‘cosx/x—i- 1—cosvax — 1‘ =

—_

b) Fiir t > 0 setzen wir f(¢) := tInt. Dann ist f differenzierbar mit f'(t) = 1-Int+¢-+ = 1+Int.
Zu x >y > 0 existiert gemé Mittelwertsatz ein £ € (y, z) mit

vz —ylny = (z —y)f'(€) = (z—y)(1 + ) < (¢t —y)(1 + Ina).

Aufgabe 3

Die Funktion f: (0,00) - R, = — lnTm ist auf (0, 00) differenzierbar. Um das Monotonieverhalten

von f zu untersuchen, betrachten wir f’. Fiir jedes x > 0 gilt

f,(x)_%wv—(lna:)-l_l—lnx >0 fiir x < e,
B x? a2 <0 fiirz>e.
Somit ist f auf { Eg’z) streng monoton { E;?l(; };s(;end . Fiir z,y € (0,00) ergibt sich

. . Exp.fkt. streng mon. wachsend
Y > yx i ey In(z) > % In(y) p g

“‘(“”’3)>h1;?’) = f@)> ).

T

y-In(z) >z - In(y)

Da m > e und f auf (e,00) streng monoton fallend ist, folgt f(m) < f(e). Deshalb liefert obige
Aquivalenzkette ™ > 7¢.

Aufgabe 4
a) Nach der Kettenregel ist die Funktion f auf (0, 00) differenzierbar und fiir alle z > 0 gilt

1 1 1 1

= ~—_2 = — =
_1—|—x2+1—|—(x—1)2 (=27) 1+22 2241 0-

f'(x)

Da die Ableitung von f auf (0,00) verschwindet, ist f dort konstant. Fiir alle z > 0 gilt

f(z) = f(1) = 2arctan(1)

2.

SIE]

us
4

b) Auf den gedruckten Ubungsblittern hat sich leider ein Vorzeichenfehler eingeschlichen. Kor-
rekt muss die Definition von g lauten: g: [0,7/2] — R, = — arcsin(cosx) — arccos(sin x).

Auf (0,7/2) ist g differenzierbar mit

1 —1
() = ————— " (—sinzr) — —————-cosx
1 — cos?(x) 1 — sin?(x)
1 . -1 —sinx CoST
=——— (—sinzr) - ———— - cosT = —,
sin?(z) cos?(x) sin(z)| ~ |cos(z)|
=-14+1=0, da sinz > 0,cosz > 0 fiir alle z € (0,7/2).



Folglich ist g auf (0,7/2) konstant mit

g9(z) = g(n/4) = arcsin(3v/2) — arccos(:v2) = /4 —7/4=0  fiir alle v € (0,7/2).

Auflerdem sind
g(0) = arcsin(1) — arccos(0) =7/2 —7/2 =0,
g(m/2) = arcsin(0) — arccos(1) =0—-0=0.
Aufgabe 5
a) Esgilt f/(z) = 8(e* +4)72 - 2% = 16e2¥(e2* + 4)~2 > 0 fiir alle x € R; also ist f streng

monoton wachsend und damit injektiv. Wegen

1—(f(2)> =1— (1 =8(e* +4)™)? = 1 — (1 — 16(e* +4) ' + 64(e** +4)7?)

=16(e* +4) 71 — 64(e* +4) 72 = 16(e +4) 2((e* +4) — 4) = 16e**(e** +4) 2

gilt auch die behauptete Gleichung.

b) f hat als Bildbereich (—1,1), denn z + (e** + 4)~! hat als Bildbereich (0, ). Da stets
f'(x) # 0 gilt, liefert der Satz iiber die Umkehrfunktion, dass f~1: (—1,1) — R differenzierbar
ist mit

1 1 1

(y) = = = iir alle — )
UV =5 ~ 1= G 1oy rlleve LY

c) Wir lésen f(z) =y nach z auf:
1-8(e*+4) =y <= (1-y) ' =% +4) < 8(1—y) ' —4=¢€*
— z=1il(8(1-y) ' —4).
Damit ergibt sich fiir jedes y € (—1,1)

1 8 4 4 1

SARA il B e (w3

d) Esgilt f(0)=1-§=-5 f(0)=1-(-3’=% /- =0md /(- =%
T(z) = f'(z0)(x — x0) + f(x0), also T(z) = %x - %

ist die Gleichung der Tangente an das Schaubild von f in zg = 0. Die Tangente an das
Schaubild von f~!in yg = —% hat die Gleichung

Ty) =" (W) y—vo)+f '), also T(y)=2y+1.

Aufgabe 6

a) Die Funktion f ist auf dem gesamten Intervall [—3, 2] differenzierbar. In jeder Maximum- oder
Minimumstelle im Innern des Intervalls verschwindet daher die Ableitung von f. Es gilt

f(z) = 42® — 8z = 4a(a® — 2).

Die Nullstellen von f’ lauten 0 und #++/2. Wir miissen neben diesen drei Stellen (die alle
im Intervall [—3,2] liegen!) auch die Rénder des Intervalls [—3,2] untersuchen: f(0) = 2,
f(V2) = f(—V2) = =2, f(—3) = 47, f(2) = 2. Das Maximum von f ist folglich 47, das

Minimum ist —2.



b) Die Funktion g ist aufer in 3 differenzierbar. Wir miissen also die Randpunkte von [0, 10], den
Punkt 3 sowie alle Punkte im Innern von [0,10] \ {3} untersuchen, an denen die Ableitung
von g verschwindet. Auf [0, 3] gilt

glx) = =6z + B —z+2)% =62+ (5—x)> =2°— 162+ 25, also ¢'(x) = 2z — 16.
g'(z) = 0 gilt nur fiir x = 8 ¢ [0, 3]. Also hat ¢’ in [0, 3] keine Nullstelle. Auf [3,10] gilt
glx)= -6z + (x -1 =22 -8z +1, also ¢'(x) = 2z — 8.

g'(z) = 0 gilt nur fir z = 4 € (3,10). Wir miissen also die Punkte 0, 3,4, 10 untersuchen:
g(0) = 25, g(3) = —14, g(4) = —15, g(10) = 21. Damit ist —15 das Minimum und 25 das
Maximum von g.

Aufgabe 7
a) Diedurch f(x) := In(1+z) definierte Funktion f: (—1,00) — R ist beliebig oft differenzierbar.
Wegen
/ _ 1 " _ -1 " 2 " _ —6
24
®) (1) =
f@) (1+z)5
sind

foy=0, fO=1, fO)=-1, f0)=2, f(0)=-6

und fiir das Taylorpolynom Ty (f;0) ergibt sich

4. ¢k
Ty(f;0)(z) = Z F710) (x — O)k =0+zx+ % (—1):132 + % 223 + % (76)934

Sei 2 > 0. Um die Abschéitzung 0 < In(1 + z) — Ty(f;0)(z) < & 2° zu zeigen, verwenden wir
den Satz von Taylor. Dieser besagt, dass es ein £ zwischen 0 und = gibt mit

(4+1)
f(z) = Tu(f;0)(z) + e (z —0)*,

(4+1)!
also mit
(5)
£&) ~ Tu(f:0)(@) = T o0
Somit reicht es, die Abschiatzung 0 < ! (55)!(5) z° < %x5 einzusehen. Diese ist erfiillt, denn:

fO© s _ 1. 20 5,

- . >
5 Y T (Irept T
(5)
SO s L 2 s 1 1 s 1o
5! 51 (1+6)° 5 (1+0)p

b) Fiir die durch f(x) := In(2 + z) gegebene Funktion f: (—2,00) — R, die beliebig oft differen-
zierbar ist, gilt




Also haben wir f(0) = In2 und f’(0) = 3. Nach dem Satz von Taylor gibt es zu jedem
x € [—1,1] ein £ zwischen 0 und z mit

" 2
' (&) o T £
= =n2+- - ———.
f(z) = f(0)+ f(0)x + TR n2+ T ENIE
Daher gilt wegen € € [—1,1]

x z? z? z?
—n2- 2| = < .
‘f(x) R '2(2 Tz S22 12 2

Wir kénnen somit @ = In2 und b = ¢ = 1 wiihlen.

2

Die Funktion f: [0,1] = R, x — e "+ 14%93 ist beliebig oft differenzierbar mit

—x 1 —T 2 —T 6
f/(x) = —¢€ - (1 +x)2 ) f//(x) =e "+ (1 _1_1,)3 s fm(x) = —¢ - (1 _|_$)4 :
Daher sind
f(%)=€_1/2+%, f’(%):—e_l/Q—%, f”(%):e—1/2+2-2§7:e_1/2+%

und das Taylorpolynom T5( f; %) lautet
1 : f(k)(%) 1\k 1 11 1 11 142
Tr(f; 5)(@) = Z 7l (@=3)"=fG)+E-35)+3/(E)(z—7)
k=0 ’
—e V24 24 (—e /2 - D -3+ %(6_1/2 + )z - 3)2.

Sei « € [0,1]. Nach dem Satz von Taylor existiert ein ¢ zwischen § und z mit

f(2+1)(§) (& — 1)2“

fe) = Tolf: )@ + Ty (=~ 2

)

also mit

TG

|f(z) = Ta(f; 3)(z)| = 3] 2

Wegen £ > 0 ergibt sich

3! 6

EGTS VRS )_e—s .y

1
N i+t "6 "0r9f 6

demnach gilt die gewiinschte Abschétzung z.B. mit C = %.
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