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Aufgabe 1

a)

b)

Sei a = (a1, az,a3) € R3 mit ||al|3 = (a|a) = 1. Fiir z € R? definiere P,(z) := (z|a)a.

i) Die Abbildung P,: R3 — R3 ist linear, denn fiir alle ,y € R? und o € R ergibt sich mit
den Eigenschaften des Skalarproduktes im R3

Py(ax +y) = (ax 4+ yla) a = a(z|a) a + (y|la) a = aPy(x) + P,(y) .

ii) Um die Darstellungsmatrix von P, beziiglich der Standardbasis e, ez, e3 des R3 anzu-
geben, berechnen wir das Bild P,(e;) des Basisvektors e; (fiir j € {1,2,3}) und stellen
dieses als Linearkombination von ej, ez und e3 (den Basisvektoren im Zielraum) dar.
Wegen a = (a1, a2,a3) = are1 + azes + ases ergibt sich fiir jedes j € {1,2,3}

P,(e;) = (ejla) a = a1a = (ajar)er + (ajaz)es + (ajasz)es .

ajal

Damit lautet die j-te Spalte der gesuchten Darstellungsmatrix: | ajas | fir j € {1,2,3}.
a;a3

Also ist die Darstellungsmatrix von P, beziiglich der Standardbasis des R3 gleich

a% asa1 asal

ai1as a% azas
ajas as0a3 a%

Bemerkung: Wir kénnen alternative Basen des R? “vorne” und “hinten” wihlen (jedoch
war die Aufgabenstellung eine andere!). Sei etwa a das erste Basiselement und z,y € R3
so, dass a, z,y eine Orthonormalbasis des R? ist. Diese Basis wihlen wir sowohl “vorne”
als auch “hinten”. Da a, z,y orthonormal sind, gilt dann P,(a) = a = la+ 0z + Oy sowie
P,(z) = P,(y) = 0 = 0a + 0z + Oy. Beziiglich dieser Basis hat die Darstellungsmatrix
von P, die besonders einfache Gestalt

S O =
o O O
o O O

Aufgrund der Linearitit von ¢ gilt

ple1) = pler +ea+e3) —dlea+e3) = (ea —e3) —ep = (—1)eg + leg + (—1)es,
d(e2) = p(ea +e3) — d(e3) = er — (2e1 + 3ea + 5ez) = (—1)er + (—3)ea + (=H)es,
qb(eg) = 2e1 + 3es + des .

D

Somit lautet die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der Standardbasis ey, 3, e3 des R3

-1 -1 2
1 -3 3
-1 -5 5
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Bemerkung: Wenn nicht vorgegeben ist, beziiglich welcher Basen man die Darstellungsmatrix
angeben soll, so kann man die Aufgabe sehr einfach l6sen, indem man die Basen besonders
geschickt wahlt: Nimmt man “vorne” etwa die Basis e3, es + e3,e1 + e2 + e3 und “hinten” die
Basis 2e; + 3e2 + 5es, e1,e2 — e (Man sieht leicht, dass es sich dabei tatséichlich um Basen
des R3 handelt), dann bildet ¢ den j-ten Basisvektor der “vorderen” Basis auf den j-ten
Basisvektor der “hinteren” Basis ab, weshalb die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich dieser
Basen die Einheitsmatrix I3 ist. Beachte: ¢ ist nicht die Identitétsabbildung!

Aufgabe 2

Die Summe A + C ist nicht definiert, weil die Spaltenanzahl von A und C nicht iibereinstimmt.
Auch das Produkt C'B ist undefiniert, denn bei Matrizenprodukten muss die Anzahl der Spalten
des ersten Faktors gleich der Anzahl der Zeilen des zweiten Faktors sein. Alle anderen Ausdriicke
koénnen wir berechnen:

302 2
A+B=| 1 0 3—i
24i 7 =3
3
3C=|(3 —3i
6 6
2 3 -1\ /1 —i 3 24+3i —3-5i 6+6i
AB=[ 0 1 1-i|[1 =1 2= 1 2 — 3 2
24i 4 —-3)\0 3 0 6+i —12—2i 1443
1 —i 3 2 3 -1 8+3i 1242 —11—i
BA=[1 -1 2 0 1 1—i|=[6+2 7+3i —8+i
0 3 0/ \2+i 4 -3 0 3 3— 3
3 2% 2 i 0 4+5 6
A+B)C=| 1 0 3—i||1 —i|=[6-i 6—2i
24i 7 -3)\2 2 2%  —6—Ti
2 0 2-4\ (/i 0 4 4-2
AC=|-3i 1 4 1 —i|=[12 8—i
-1 14i -3/ \2 2 —5 —5—i



Aufgabe 3

a) Mit Zeilenumformungen erhalten wir
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Wir sehen, dass A reguliir ist, und haben zugleich A= = (

Fiir die Matrix B ergibt sich

-1]1 -1

-1 0 0
1
0
0
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0
0

0 ]. O 0 Z4~)Z473Z3
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Also ist B regulir mit B~! = (

Wegen
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-2|-2 01
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11 0 0

1 3
4 4 2|0 1 0
2 -2 010 0 1

hat die Matrix C den Rang 2, so dass C' nicht regulér ist.
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Da A und B regulir sind, gilt:

42 49 10 2
4 141 |5 5 10
(AB)™ =B A" = 12 15 3 1
—-38 —45 -9 -2
1 5 12 -2
Ty—1 __ —I\T __ 1 5 15 0
00 1 1
42 5 12 -38
o1 o |49 5 15 —45
2 0 1 =2

Hier verwendeten wir das folgende Resultat: Ist D € K™ " regulir, so ist auch DT regulir
und es gilt (DT)~! = (D17,

In der Tat ergibt sich mit den Rechenreglen fiir transponierte Matrizen
O Hp'=ppHY'=1'=1, wd D'OHY =D 'D)I=1I=1,.

b) Da A und AB regulér sind, bekommen wir die eindeutig bestimmten Lésungen

1 0 1 -7
|-t o PRI I I I 0
z=A o | =123 bzw. x = (AB) o | =13

0 -2 0 7

Aufgabe 4

a) Wir versuchen, ob wir die Regeln von de I'Hospital anwenden koénnen. Hier konvergieren
Zéhler und Nenner gegen 0, die Ableitung des Nenners ist in der Ndhe von 0 ungleich 0, aber
(22 cos(1/z)) 2¢cos(1/x) + x?sin(1/x) 2wcos(1/x) + sin(1/xz)
m

lim ~— ) iy — 1
z—0 (sinz) 7—0 Ccos T z—0 Ccos T

existiert nicht, denn fiir @, := ((n+ 3)7)~! hat der Bruch den Wert (—1)"/ cos z,,. Die Regel
von de I'Hospital ist nicht anwendbar; der urspriingliche Grenzwert existiert aber:

2

. xcos(l/x .

lim # = lim —
z—0 sinz z—0 sin x

~zcos(l/z)=1-0=0.

b) Sowohl f(z) als auch g(z) streben fiir x — oo gegen oo. Als Ableitungen erhalten wir f/(z) =
1+ cos?z — sin? 2 = 2cos? 2 und

d () = f(x)e + f(x)e* ™ cosz = €*%(2cos® z + x cos & + sin x cos® z)
=" cosx (2c08 2 + = + sinwcos ) .
Also wird ¢'(x) auch fiir beliebig groe x durch den Faktor cosz immer wieder 0. Daher ist
die Regel von de 'Hospital nicht anwendbar. Der Grenzwert

lim f@) _ !

2300 g($) T esinz

existiert nicht (Betrachte z,, := (n + 3)), obwohl fiir jene =, fiir die ¢’(z) # 0 ist, gilt:

f(x) B 2cosx 300
g (z)  esn%(2cosx + x + sinx cos x)

0.

4



Aufgabe 5
a) Es gilt
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= lim = lim —x=0.
z—0+ -z z—0+

N

1
T

lim z In(z) = lim
z—0+ z—0+

8=

In (%) verwendeten wir die Regel von de I’'Hospital (—;12 # 0 fiir alle x > 0.). Hiermit folgt
wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion

lim 2% = lim e:I:ln(a:) _ elimw_,o_,_xln(x) —eV=1.
z—0+ z—0+

b) Auch hier wenden wir zweimal hintereinander die Regel von de I'Hospital an (jeweils fiir ,, 5
die Ableitung des Nenners hat in der Nihe von 1 keine Nullstellen). Wegen (z%)’ = (e*!n®)
2®(rInz) = 2%(1 + Inx) ergibt sich

0
0
/

9

. ¥ —x . 2%(1+Inz) -1 (1 +nz)?+2°L 141
lim ———— = lim = lim L = =—-2.
a=11l—z+Inz  2-1 ~1+1 z—1 _%2 ~1
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