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Aufgabe 1

a) Fiir beliebiges R > 2 erhalten wir mittels der Substitution ¢ = Inx, dt = 27! dz

LS| kg 1R 1 1
——dxr = —dt=—- =— - —.
5 xz(lnz)? n2 t? tlm2 In2 InR
Fiir R — oo strebt dies gegen (In2)~!; das uneigentliche Integral konvergiert also und hat

diesen Wert.

b) Seien s < 0 und ¢ € R fest. Mit partieller Integration erhalten wir fiir jedes R > 0

ST

R e R R gsx
/ e** cos(tz) dr = — - cos(tz) + / — - tsin(tx) dz.
0 S =0 0 S

Erneute partielle Integration liefert fiir das letzte Integral

R R _sx
— / S cos(tx) dx .
0

R 5T esT
S . tsin(tz)dr = — - tsin(t
/0 . sin(tx) dz 2 sin(tx) - 2

Insgesamt erhalten wir

+2 R e R esT R
(1 + 2> / e** cos(tx) dr = — cos(tx) + —5 tsin(tr)
S 0 S =0 S =0
sR sR
1 1
= ¢ cos(tR) — — + —5 tsin(tR) — 0 fimee, 2
s s s s

(Man beachte s < 0.) Also ist das Integral [; e cos(tx) da konvergent, und es gilt

o 1 2\ s
/0 e** cos(tx) dx = s <1 + 32> = gL

c) Aus der Ungleichung 1+ ¢ < e folgt In(1 + ¢) < ¢ fiir alle ¢ > 0. Also ist
le tIn(l +t)| <te™? fiir allet > 0.

Da das Integral fooo te~tdt existiert, konvergiert das zu untersuchende Integral nach dem
Majorantenkriterium.

Aufgabe 2

a) i) Dader Integrand an der Stelle 0 nicht definiert ist, konvergiert das uneigentliche Integral
fil In |z| dx genau dann, wenn die uneigentlichen Integrale

0 1
/ In|z|dz  und / In|z|dx
-1 0
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konvergent sind, also genau dann, wenn die Grenzwerte
—n 1
lim In|z|dez  und lim In|z|dx
n—0+ J_q e—=0+ J,
existieren.
Fiir jedes € € (0,1) gilt

1 1
/ ln|x]dx:/ Inzdr = [a:lnx—x]i =(0-1)—(clne—¢e)=—-1—clne+e¢ e=0t, 1
€ € ?

Damit konvergiert das uneigentliche Integral fol In |z| dx.
Sei nun n € (0,1). Mit der Substitution y = —z, dy = (—1) dx erkennen wir

/ In |z|dx = / In(—z)dz = / In(y) (—1)dy = / Inydy Umalar G |
1 n

-1 -1

(siehe oben!). Damit ist auch das uneigentliche Integral fEl In|z| dz konvergent.

Insgesamt folgt, dass das uneigentliche Integral fol In |x| dz konvergiert und dass gilt:

1 —n 1
/ In|z|dz = lim / In|z|dx 4+ lim / In|z|de=-1—-1=-2.
-1 T]*}O‘F -1 e—0+ e

Erneut ist der Integrand an der Stelle 0 nicht definiert. Deshalb muss man untersuchen,
ob die beiden uneigentlichen Integrale

0 1

1
/d:r und /1d:):
1z 0o T

konvergent sind, also ob die Grenzwerte

- q

lim —dx und lim —dx

n—0+ 1 e—0+ e X
existieren.
Fiir jedes € € (0,1) gilt

! 1 1 e—0+
/ —dx = [lnx]s =—lne —— 0.
T
g

Damit ist das uneigentliche Integral fol %dw divergent, so dass auch das uneigentliche

Integral f_ll 1 dx divergiert.

Wie in a) i) gesehen, sind lim.o4 [ In|z|dz = —1 und lim._o4 fsl In|z|de = —1

konvergent. Daher konvergiert auch deren Summe: lim. o4 ([ In|z|dz + f; In |z| dz)
- 1-1=-2

Fiir jedes € € (0,1) gilt

! ' -
/ da:—i—/ —dr = [In|z|]_ + [ln\x!]izln&?—O—i—O—lng:O.
T
>

1 1y
lim (/ dm+/ dx>:0.
e—0+ 1 X e X

Man beachte: Dieser Grenzwert existiert, obwohl das uneigentliche Integral fil %dm
divergent ist! Man spricht hier vom sog. Cauchychen Hauptwert.

Damit ergibt sich



Aufgabe 3

Wiederholung des Gram-Schmidt-Verfahrens: In einem K-Vektorraum V' mit Skalarprodukt (-, -): V'x
V — K seien n linear unabhéngige Vektoren x1, ..., z, gegeben. Wir wollen ein Orthonormalsystem
U1, ...,u, €V so konstruieren, dass lin{u1,...,u;} =lin{xy,...,2;} fir alle j =1,...,n gilt.

Wir bestimmen zunéchst nur ein Orthogonalsystem vy, . .., v, mit der Eigenschaft lin{v1,...,v;} =
lin{xy,...,z;} fiir alle j = 1,...,n. (Bei einem Orthogonalsystem wird nur verlangt, dass die
Vektoren orthogonal zueinander sind, nicht aber, dass sie Norm 1 haben.) Die Forderung lin{v, } =
lin{z;} kénnen wir erfiillen, indem wir v; := 1 setzen. Dann geht unser Verfahren rekursiv weiter:
Haben wir fiir ein gewisses j € {1,...,n— 1} ein Orthogonalsystem vy, ..., v; mit lin{vy,...,v;} =
lin{x1,...,z;} gefunden, so ist die Frage, wie wir v;1; definieren sollen. Setzen wir

j
Vjt1 1= Tjp1 + Z AUk

k=1
mit gewissen \;, € K, so ist die Forderung lin{v1, ... ,vj41} = lin{z, ..., 241} erfiillt. Damit dieses
vj+1 zusétzlich orthogonal zu allen v; mit ¢ € {1,...,j} ist, muss
! J
0= (vj41,vi) = (@jt1,vi) + Z)\k<vkavi> = (zj41,vi) + Xi{vi, ;)
k=1
fiir alle s € {1,...,7} gelten. Folglich wihlen wir
(i, 0) _ (@i, 01)
N = — = — 5
(vi, v3) [[oil
Fassen wir zusammen: Die Vektoren v, ...,v, werden rekursiv definiert durch
x i+15 (%3 .
V1 =21, vj+1::xj+1—zka (]Zl,...,n—l).
=l
=1
Man beachte: Die Vektoren x1, ..., x, sind nach Voraussetzung linear unabhéingig; daher gilt 1 # 0

und x4 ¢ lin{zy,...,z;} =lin{vy,...,v;} fir j =1,...,n — 1, und damit folgt v; # 0 fiir alle j.
Somit ist die Division durch |Jvx||? méglich.

Setzen wir nun noch wu; := v;/||v;|| (j = 1,...,n), so haben wir ein Orthonormalsystem mit den
geforderten Eigenschaften bestimmt.

a) Die gegebenen Vektoren z1,x2,x3 sind linear unabhéngig. Um das zu sehen, kann man die
Vektoren zeilenweise in eine Matrix schreiben und diese auf Zeilenstufenform bringen:

Lo\ 101N e, (10
2 2 0 2E2224 1 9 —2| 222 (o 28 —2
5 3 1) BB\ 3 4 00 -1
Fiihre nun das Gram-Schmidt-Verfahren durch:
0 w _ 1,
V1 =71 = s Uy 1= = —
1 HUIH \/§ 1
Wegen
2 1
(zo,v1)=(|20],{0])=2-T+20-0+0-1=2
0 1
erhalten wir
(w2, 01) 2\ o} L vy (1
Vg i= T — 5~ U1 = 20 —=(0) =1 2¢ |, U 1= =—| 2¢
HU1|| 0 2 1 -1 ||U2H \/6 -1



b)

(Beachte: Es gilt ||va|| = (|12 + |2i|?> +|—1]?)/? = v/6.) Fiir die Berechnung von v3 brauchen
wir die Skalarprodukte

5 1
(w3,v1)=((3i],[0])=5-T+3i-0+1-1=6,
1 1
5 1
(wg,va) =(|3i|, |2 |)=5-T+3i-2i+1-(-1)=5-6i>—1=10.
1 ~1
Damit ergibt sich dann
2 5 1 1 1
V3,V ] 6 10 ) 1 .
v3:x3—2<3 ];>vk: 31 3 0 ~ % 21 :§ -],
i sl 1 1 ~1 ~1
V3 1 1.
U= ——=—F= 1| —1

losll - v3 1\ _4

Fazit: w1, ue, ug ist ein Orthonormalsystem mit den gewiinschten Eigenschaften.

Wir wollen das Verfahren von Gram-Schmidt benutzen. Dazu priifen wir zuerst die gegebenen
Vektoren y1, Y2, y3 auf lineare Unabhéngigkeit:

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
5 1 1 1 | 22254000 ¢ —4 ¢ | B2B 2 g 6 —4 6
3 —3 1 —3) B7HEBA \g ¢ 4 —¢ 00 0 0

Somit sind ¥1, yo, y3 linear abhéngig, insbesondere kénnen wir an der Zeilenstufenform ablesen,
dass ys3 eine Linearkombination von y; und yy ist (dies ist moglich, da bei den Zeilenumfor-
mungen keine Zeilen vertauscht wurden). Infolgedessen gilt lin{yi, y2,y3} = lin{y1, y2}.

Wir sehen auflerdem, dass y; und g9 linear unabhéingig sind.

Zur Berechnung einer Orthonormalbasis von lin{y;,ys} fithren wir nun das Verfahren von
Gram-Schmidt durch:

1
U1 U1 1 1 —1
v = s u = g = — = —
PR M T Viririer 2T 2| 1
-1
Weiter ist (y2,v1) =5—141—1 =4 und wir erhalten

5 1 4 4 2
v e gy Y2V L 4-1]_ |2 oo 2o L2 1
2T o) 1] a1 ol " T Quwl —vaa o] T V6|0
1 -1 2 2 1

Folglich bilden w1, ug eine Orthonormalbasis von lin{y;, y2} = lin{y1, y2,ys3}.
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