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Aufgabe 1

a) Der Ausdruck fi(z) = —L; ist iiberall da definiert, wo der Nenner nicht verschwindet, also
Dy =R\ {1}.

Der maximale Definitionsbereich von fo(z) = Zt1 ist ebenfalls Dy = R\ {1}.

Polynome wie f3(z) = 2 4+ = + 1 sind auf ganz R definiert, also D3 = R.

Zur Bestimmung der Bildmenge f1(D1) von f; setzen wir die Abbildung f; aus zwei Abbil-
dungen zusammen. Seien

s:R\ {0} — R\ {0}, x'—>é wnd  tR\{1} 5 R\{0}, s a—1.

Dann sind sowohl s als auch t_; bijektiv [s injektiv: Vzi, 20 € R\ {0} : 1 # 2o = 1/x1 #
1/x9 = s(x1) # s(x2); s surjektiv: Sei y € R\{0}. Fiir z := 1/y € R\ {0} gilt s(x) = s(1/y) =
y. t—q injektiv: Vo, 29 € R\ {1} : 21 # 29 = 21 — 1 # 20 — 1 = t_1(x1) # t_1(x2); t_1
surjektiv: Sei y € R\ {0}. Fiir z :=y+1 e R\ {1} gilt t_1(z) =t_1(y+1) = (y+1)—1=1y]
Nach Aufgabe 6 b) i) vom 1. Ubungsblatt ist sot_1 : R\ {1} — R\ {0} bijektiv. (sot_ ist
erlaubt, weil ¢_;(R\ {1}) = R\ {0} und s hierauf definiert ist!) Da fiir alle z € R\ {1}

1

sot_q(x)=s(t_1(z)) =s(x—1) = pom fi(z)

gilt, folgt
SR\ AL}) = (sot_1)(R\ {1})) =R\ {0}.

Fir fo(z) = ;—ﬂ ist folgende Umformung sehr hilfreich

fo(x) =

z+1 x-—-142 2 .
1T o _1+ﬁ—1+2-f1(a;) fiir z # 1. (1)

Wegen

ye h(R\{1}) & FweR\{1}: y=f) 2 1+2 fi(2)

Tz e R\ {1} : yT_lzfl(x)

Ul e AR\ (1)) =R\ {0}
< yeR\{1}

3

i3

gilt f2(D2) =R\ {1}.
Bei f3(x) = 2% + 2 + 1 ist eine quadratische Ergéinzung giinstig:
Protl=atoti-Ti1= <x+1)2+§.
4 4 2 4

Der Graph der Funktion R — R, z — (z + %)2 ist eine nach oben gedffnete Parabel, ihr
Bildbereich ist also die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen {y € R : y > 0} = [0, 00).
Fiir die Bildmenge von f3 erhalten wir

f3(D3) = {yGR:y> %} = E,oo).

1


mailto:wolfgang.reichel@kit.edu
mailto:semjon.wugalter@kit.edu

b)

d)

Im a)-Teil haben wir bereits gesehen, dass fi injektiv ist. Alternativ: fi ist injektiv, denn fiir
alle z,y € Dy mit x # y gilt

sty e o-lty—1 B g e Al £ R)

Die Abbildung fy ist ebenfalls injektiv. Dies folgt aus der Injektivitdt von f; und (1), denn
fir alle z,y € R\ {1} gilt

r#y < file)# Aly) & 1+2-filz) #1+2-fily) < foz) # fa(y).
Wegen f3(—1) =1 = f3(0) ist f3 nicht injektiv.

Nun zu den Umkehrabbildungen: Eine injektive Abbildung f : X — Y besitzt keine Umkehr-
abbildung, wenn die Zielmenge Y echt grofler als die Bildmenge f(X) ist. Wir betrachten
daher die Abbildung f : X — f(X) (diese ist automatisch surjektiv!); dies ist eine bijektive
Abbildung, welche wir umkehren kénnen. Im folgenden seien also f; : D; — f;(D;).

Die Umkehrabbildung von f; =sot_;: R\ {1} — R\ {0} ist nach Satz 3.6 gegeben durch

(fi)y ' =(sot) P =(t_1) tos

Definieren wir

t:R\{0} > R\ {1}, z—a+1,

so sind die Abbildungen ¢_; und t; einander invers, denn es gilt

tiot_i(z)=ti(t1(z))=t1(z—1)=(z—-1)+1==x fir alle z € R\ {1},
tjoti(z)=t_1(t1i(z))=t1(z+1)=(x+1)—-1==x fiir alle z € R\ {0}.

)
Die Abbildung s ist wegen s o s(z) = s(s(z)) = ﬁ = z fiir alle x € R\ {0} zu sich selbst

invers, d.h. s7! = 5. Hiermit erhalten wir

(f) =) tos =t0s,

also
(F)7: Ai(D) = Di, yes (o0 8)(y) = ta(s(y) = “(;) - ; +1= 1’59

Zur Bestimmung von (f2)~! lsen wir die Gleichung f1(z) = y nach z auf (hier sind x € Dy =

RA\{1},y € fa(D2) = R\ {1}):

1
w_
-y—1 y+1
R4 = = = .
R BT f2(y)

Also ist fy ihre eigene Umkehrabbildung: (f2)~! = fa.
Erlaubt sind genau die Kompositionen f; o f; mit f;(D;) C D;. Hier sind dies:

fzofi, fzofa, fzofs, faofa, fiofo

Alle anderen sind nicht erlaubt.
Wegen 2 € f(Ds3) und f1(2) =1, aber 1 ¢ D ist fa o (f1 o f3) nicht erlaubt.

Es ist

3:—1—1)_ 1 1 1 z—1
r—1/) _2 ’

frofa i RA{1} 5 R, @ fi(fale)) = i



Aufgabe 2
a) Es gilt

lt—4l=|z+1 & @—-42=@+1)? o 22-8r+16=a>+22+1

DO o

& 10x=15 < =

Alternativ fithren auch geometrische Uberlegungen zum Ziel: Gesucht sind diejenigen z € R,
die denselben Abstand zu 4 wie zu —1 haben, d.h. x liegt genau in der Mitte: x = w = %

Eine weitere Alternative besteht darin, die Fallunterscheidung = € (—oo,—1], z € (—1,4],
x € (4,00) durchzufithren, um die Betrige aufzuldsen. . .

b) |2z| > |5 — 2z| besagt, dass notwendig x # 0 sein muss. Fiir x € R\ {0} gilt aber

5—2 5—2 5
22| > | — 22| < Tlc1 & —1< Tl & 0<2<2
2z 2z 2z
~—
-5 _7
2x
= 2 >1 = >
5 2 4
c) Esist
2—-2—-2z||<1 & —-1<2—-2—-2z|<1 & -=-3<-]2—z/<-1
& 1<]2-2/<3 & 1<2—-2<3 oder —3<2—2< -1
< —1<—ax<1 oder —5<—2<-3 & —-1<z2z<1 oder 3<xz<5b

& ze[-1,1UJ3,5].
d) Wir unterscheiden drei Fille:
1. Fall: x € (—o0,—1). Mit |z + 1| = —(x + 1) und |z — 1| = —(z — 1) ergibt sich
|z + 1|+ |z — 1] = —2=.

Deshalb gilt
le+1+z—-1>2 & —-2r>2 & z<-1

2. Fall: z € [-1,1). Hier ist [t + 1| =2+ 1 und |z — 1| = —(x — 1), also
|z + 1|+ |z — 1] =2.

Demzufolge lautet in diesem Fall die Ungleichung: 2 > 2. Diese ist unlosbar.

3. Fall: x € [1,00). Wegen |z + 1| =z + 1 und |z — 1| = z — 1 folgt
e+ 1]+ |z — 1| =2z

und damit
le+1l+]z—-1>2 & 2z>2 < zx>1.

Zusammenfassend haben wir:

lt+1|+]z—1>2 & x<-loderz>1 <& z€(—o00,—1)U(1,00).



e) Wir fiithren eine Fallunterscheidung durch.

f)

1. Fall: < 0. Dann ist |z| = —x, und es gilt

3z
1+ |z

<42’ o 3Br<42’l-z) © 0<—42°+42% -3z

1\2 1
= 0<—4x(x2—x+z> & O<—4x[<x—§> +§}
—
1
2

=5>0

&S 0< -4 & z<0.

2. Fall: x > 0. Dann ist |x| = z, und es gilt

3x

m<4x2 & 3r<dr®(l+z) o 0<4a® 4427 -3z
x

9 3 1\2
& 0<4m(x +x—1) & O<4m[(1‘+§> —1}
15 2
o 4z>0 und <m+§> —1>0
1
< x>0 und ‘x+f’>1
2
1 1
< x>0 und <x—|—§>1 oder az+§<—1)
1 3
< x>0 und <x>§ oder x<—7>

2

54 >1
> —.
2

1+H<4x genaufuerRm1tm<Ooderx>2

Auf keinen Fall kommt x = 1 in Frage, denn die Division durch 0 ist nicht definiert. Ansonsten
multiplizieren wir die Ungleichung mit 1 — x. Dabei miissen wir zwei Félle unterscheiden:

1. Fall: Sei zundchst 1 — x > 0, also z < 1. Multiplikation mit 1 — z liefert

1
2wt -——2=21 & 22(l-2)+1>21-2 & 2r—-22°+1>1-x
x
& 3r-22>0 & 2(3-2zx)>0.
Die letzte Ungleichung gilt genau dann, wenn x > 0 und 3 — 2x > 0 oder aber wenn z < 0

und 3 — 2z < 0.

x> 0und 3 — 2z > 0 bedeutet z > 0 und = < 3/2, also 0 < = < 3/2. Da wir im 1. Fall nur
x < 1 betrachten, ergibt sich also 0 < x < 1.

< 0 und 3 — 22 < 0 bedeutet z < 0 und = > 3/2, was nicht gleichzeitig moglich ist.

2. Full: Jetzt sei 1 —x < 0, also x > 1. Dann dreht sich bei Multiplikation mit 1 — x das >
um, und wir erhalten

1
2;3—1—1721 & 2r(l-2)+1<1—-2 & z(3—22)<0.
Diese Ungleichung gilt genau dann, wenn « > 0 und 3 — 2z < 0 oder aber wenn x < 0 und
3—2z > 0.
x> 0 und 3 — 2z < 0 bedeutet > 0 und x > 3/2, also = > 3/2.

x < 0und 3 —2z > 0 bedeutet x < 0 und x < 3/2, also x < 0. Da wir im 2. Fall nur x > 1
betrachten, ist dies hier nicht moglich.

Insgesamt: Die Ungleichung ist genau dann erfiillt, wenn 0 < x < 1 oder = > 3/2.



Aufgabe 3
a) Esseien z,y € R beliebig. Wegen 0 < |z + y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung!) erhalten wir
0<1<1I+ x4y <1+ |z+yl

woraus
1 1 1 1
> & - < -
T+ |z+yl ~ 14|z + |y 1+ | +y| 1+ |z| + |y|

folgt. Mit zweimaliger Verwendung des Tipps kommen wir auf

z+yl 1 9 1 _ [+ 1yl
1+ [z 4y L+le4yl = 1+ja[+yl  L+]z|+ ]yl

Damit ist die erste behauptete Ungleichung bewiesen. Nun zur zweiten: Es gilt

|z +Jy| > [x| > 0
= 14 |z|+|y=1+z[>1>0

1 1
<
L+ |zl +Jy| ~ 1+ |z
[0 || |z

L+ x|+ [yl ~ 1+

Ebenso (vertausche z und y) bekommen wir

yl 1yl
Ltz + [yl ~ 1+]yl

Damit ergibt sich

x|+ x x
eyl del Wl el Dl
Ltz + 1yl 1+ z|+ 1yl 1+ z|+y] " 1+[z]  1+]y|

b) Wiederum seien z,y € R beliebig. Wir betrachten die beiden Félle x —y > 0 und z —y < 0.
1. Fall: x > y. Dann ist |x — y| = 2 — y, und es gilt

r+y+lr—yl x4+y+zr—-y 2z
= = — =z = max{z,y},
2 2 2
cty—le—yl zty—(e—-y 29 _ .
5 = 5 = =y = min{z, y}.

2. Fall: x < y. Dann ist |z —y| = —(x — y) = —z + y, und es gilt
r4+y+lr—yl r+y—xz+y 2y

9 9 ? :y:max{x,y},
t+y—le—yl _z+yt+tz—y 2 .
5 = 5 =5 =z = min{z, y}.

Aufgabe 4

a) Mit quadratischer Ergéinzung erkennen wir

SN

11 1\2 7
2 2
—z4+2=2"— +f—7+2—_( —7> +-2
T X X X X 9

Wegen ()2 -2 +2=7¢c {22 —2+2:2 € R} folgt

7

1

Da {22 — x4+ 2 : x € R} nach oben unbeschriinkt ist, existieren Maximum und Supremum
von {x? — z + 2 : x € R} nicht.

min{z? —z+2:2 € R} =inf{a® —2+2:2 c R} =



b)

d)

Wir erkennen sofort, dass B := {(—1)" + 1 : n € N} nach oben beschréinkt ist. Zur Bestim-
mung des Supremums, also der kleinsten oberen Schranke, bemerken wir, dass der Ausdruck
(=1)" + L fiir ungerade natiirliche Zahlen < 0 ist. Da (—1)" = 1 fiir gerade n € N gilt und
n — 1 fallend ist, folgern wir aus (—1)" + 1 < (=1)?+J = 3: sup B =max B = 3.

Nun zur unteren Schranke. Wir behaupten: inf B = —1 ¢ B, d.h. das Minimum von B
existiert nicht.

Wir miissen uns zunéchst davon iiberzeugen, dass —1 iiberhaupt eine untere Schranke von B
ist. Fiir alle n € N gilt in der Tat

Nun zeigen wir, dass —1 auch die grofte untere Schranke ist. Dazu nehmen wir an, dass es
eine groflere untere Schranke K gibt, etwa K = —1 + ¢ mit einem ¢ > 0, und fiihren dies zu
einem Widerspruch. Es soll also gelten

1
K< (-D)"+ = fiir alle n € N.
n

Da dies insbesondere fiir ungerade n gilt, folgt fiir alle ungeraden n € N
1 1 1
—14+4e<<-14—- & e<—- & n<-.
n n €

Dies kann jedoch nicht sein, weil die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen nicht nach

oben beschrankt ist. Also ist die Annahme falsch, und es gilt —1 = inf B.

Die Menge C := {z + 2 : 0 < z < 42} ist nicht nach oben beschréinkt. Wére namlich I' eine
obere Schranke von C, so miisste

1
Ve (0,42]: z+-<T
x
gelten. Insbesondere kénnten wir dann z = % € (0,42] einsetzen und erhielten: % +n < T fir
alle n € N. Erst recht hatten wir dann n < I' fiir alle n € N, im Widerspruch dazu, dass N
nicht nach oben beschrinkt ist. Somit existieren weder Supremum noch Maximum von C.

Die Menge C' ist aber nach unten durch 2 beschréinkt, denn fiir z > 0 erhalten wir durch
Multiplikation mit x

1
r+->2 & 224122z & 2-22+120 & (z—-1220
X

und letzteres ist offensichtlich wahr. Zudem gilt 2 € A (man setze z = 1). Damit wissen wir:
Keine Zahl > 2 kann untere Schranke von C sein. Also ist inf C' = 2 und wegen 2 € C folgt
auch minC = 2.

Wir setzen D := {% .z € R}. Offenbar gilt 22(1 4+ 22)~! > 0 fiir alle € R. AuBerdem ist
0 € D (man setze x = 0). Damit folgt: Infimum und Minimum von D existieren, und es ist
inf D =minD = 0.

Die Menge D ist nach oben durch 1 beschriinkt, denn wegen 1 + z2 > 0 gilt

2

<1
1+ 22

Die letzte Ungleichung ist natiirlich fiir alle € R erfiillt. Wir zeigen nun, dass 1 sogar die

kleinste obere Schranke ist. Sei I' < 1 beliebig; wir wollen zeigen, dass I' keine obere Schranke

von D ist. Wir miissen also ein z € R finden mit

72

1+ 22

& $2§1+z2.

>T.
Dies ist dquivalent zu

T
2 >T(1+2?), also (1-T)z?>T, dh 2°> 1°T

und die letzte Ungleichung ist fiir hinreichend grofie x offenbar erfiillt.



Aufgabe 5

Zunichst zum Supremum: Da A und B beschrankt, also insbesondere nach oben beschrinkt sind,
existieren « := sup A und ( := sup B. Wir miissen nun zeigen, dass A + B nach oben beschrinkt
ist und sup(A + B) = a + 3 gilt. Dazu miissen wir zwei Dinge beweisen: Zum einen, dass « +
eine obere Schranke von A + B ist; zum anderen, dass dies auch die kleinste obere Schranke ist.
Wihlen wir ein beliebiges © € A+ B, so gibt esa € A und b € B mit £ = a+b. Da a bzw. 8 obere
Schranken fiir A bzw. B sind, gilt ¢ < o und b < 5. Addieren dieser beiden Gleichungen liefert

r=a+b<a+p.

Damit wissen wir, dass sup(A + B) < a +  ist, d.h. A+ B ist nach oben beschrénkt und o +
ist eine obere Schranke.

Aber ist dies auch die kleinste obere Schranke? Dies kénnen wir garantieren, wenn wir zeigen: Keine
Zahl < o + (3 ist obere Schranke, d.h. zu jeder Zahl I' < « + [ existiert ein x € A+ B mit z > I'.
Sei also I' < a + 8 beliebig. Dann ist I' — a < § und, da § die kleinste obere Schranke von B ist,
muss ein b € B existieren mit b > I' — a.. Es gilt also o > I' — b. Daher existiert wiederum ein a € A
mit a > —b,d.h. esist a+b > 1T, und wegen a + b € A+ B kann damit I keine obere Schranke
von A + B sein.

Nun zum Infimum: Da A und B nach unten beschrénkt sind, folgt genau wie oben, dass auch A+ B
nach unten beschrinkt ist. Aus der Vorlesung kennen wir das folgende Resultat: Sei ) # M C R,
M sei beschrénkt. Setze —M := {—x : x € M}. Dann ist v genau dann eine untere Schranke von
M, wenn —v obere Schranke von —M ist. Hieraus folgt inf(M) = —sup(—M). Damit erhalten wir

inf(A+ B) = — sup(—(A + B)) = — sup((—A) + (—B)) = —(sup(—A) + sup(—B))
— —(—inf A+ (—inf B)) = inf A + inf B.
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