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Aufgabe 1
a) Es gilt
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b) Nach der Definition der E(z) gilt
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c) Die Reihe lisst sich als Differenz zweier Potenzreihen darstellen:
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Die erste Reihe ergibt E(z), die zweite liefert fiir z = 0 den Wert 2 und fiir z # 0 gilt

o0 o0

2, 2 1 B
;)(wrl)!z _ZZ(nJrl Zk'_E A=)

Insgesamt folgt: Die von Y 2 2" dargestellte Funktion f : C — C ist gegeben durch

n=0 ( n+1)
2E(2) —2 (2 —2)E(2) +2
z o z

JO) =EO)-2=-1,  f(z)=E(z) - (= #0).

d) Hier ergibt sich geméf der Reihendarstellung der Sinus-Funktion fiir jedes z € C
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Aufgabe 2

a) Fiir den Konvergenzradius R von » >~ ; (zt;;i)n =>"2° an(z + 3i)" mit a, := 25 ergibt sich
wegen
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R = 17! = 1. Die Potenzreihe > °° (ZJ;# konvergiert also fiir z € C mit |z + 3i| < 1 und

n=1

divergiert fiir z € C mit |z 4 3¢| > 1. Fiir z € C mit |z 4 3i| = 1 gilt
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5 2 =3 fiir jedes n € N.
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Wegen der Konvergenz von » 7, # ist die Reihe Y °° (ZJ;L& fiir |z + 3i| = 1 nach dem

n=1
Majorantenkriterium konvergent. Also konvergiert die Reihe genau fiir z € C mit |z 4 37| < 1.
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b)

c)

d)

Wegen /[1/n7] = 1/n == 0 hat diese Reihe den Konvergenzradius oo, d. h. sie konvergiert
fiir alle z € C.

Fiir a, := (2n +1)/(n — 1)% gilt
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Die Reihe hat daher den Konvergenzradius 1. Wir miissen nun noch die Rénder des Konver-
genzintervalls, also x = —1 und x = 1, untersuchen. Dies liefert die zwei Reihen
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Die Konvergenz der ersten Reihe wird durch das Leibnizkriterium garantiert, denn

2n+1  2(n—-1)+3 2 N 3 >2 3 2n+3

CLn_(nfl)z_ n—12 n—-1 -12"n n2 n2

= Qp+1 -

Die zweite Reihe hingegen divergiert wegen a,, > 2n/n? = 2/n und des Minorantenkriteriums.
Insgesamt: Die Reihe konvergiert nur fiir z € [-1,1).

Diese Potenzreihe hat den Konvergenzradius 1, denn
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Auf dem Rand des Konvergenzkreises liegt keine Konvergenz vor, denn fiir |z| = 1 gilt
|2k 24| = 2% - 0 (k — 00). Die Reihe >ro 2k 2 konvergiert somit nur fiir |z| < 1.

Fiir a, == 1+ 3 + ...+ 1 gilt offenbar 1 < a, < n. Wegen {/n 2720 1 folgt hieraus
/an] == 1. Die Potenzreihe >¢ L anz" hat also den Konvergenzradius R = 17! = 1.

Fiir |z| = 1 konvergiert die Reihe nicht, denn dann gilt |a,z"| = a, 7% 0, d.h. die

Reihenglieder konvergieren nicht gegen 0. Konvergenz der Reihe liegt also nur fiir |z| < 1 vor.

Aufgabe 3

a)

b)

Das Additionstheorem sin(z + y) = sinz cosy + cosxsiny liefert fiir jedes x € R

sin(2z) = sin(z + x) =sinx cosx + cosxsinz = 2sinz cos z .

Ebenso folgt aus cos(z + y) = coszcosy —sinxsiny die Gleichung
cos(2x) = cos(z + x) = cosz cos  — sin rsinz = cos’z — sin’z,
und mit der aus der Vorlesung bekannten Formel cos?z +sin?x = 1 ergibt sich fiir jedes 2 € R

2

(1 —sin?x) — sin?z = 1 — 2sin’z,

cos?z — (1 — cos’r) = 2cos®z — 1.

cos’z — sin’z = {
Das Additionstheorem liefert wegen cos(—b) = cosb und sin(—b) = —sinb
sin(a — b) = sina cos(—b) + cosasin(—b) = sinacosb — cosasinb.

Mit a := (z + y) und b:= 3(z — y) erhilt man also

sinx + siny = sin(a + b) + sin(a — b)

= (sinacosb—l—cosasinb) + (sinacosb— cosasinb) = 2sinacosb.



d) Genau wie eben iiberlegen wir uns zunéchst
cos(a — b) = cosacos(—b) — sinasin(—b) = cosacosb + sinasinb
und erhalten dann mit a := 3(z +y) und b := (z —y)

cosx + cosy = cos(a + b) + cos(a — b)

= (cosacosb— sinasinb) + (cosacosb+sinasinb) = 2cosacosb.

Aufgabe 4
Es gilt f(0) =b und f(2) = c— 2. Aus f(0) = f(2) = 0 folgt daher b = 0 und ¢ = 2. Auf (—o0,1)
und auf (1,00) ist f nach Satz 8.3 stetig. GeméiB Satz 8.9 ist f stetig in 1 genau dann, wenn

lim f(z)=f(1) = lim_f(a)

z—1— z—1+

gilt. Nun haben wir

lim f(z)=2+4+a= f(1) und lim f(z)=2-1=1;

r—1— r—14+

also ist f genau fiir a = —1 stetig.
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