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Aufgabe 1

a) Als Komposition stetiger Funktionen ist f auf [—1, 1]\ {0} stetig. Fiir z € [-1,1] \ {0} gilt

o 1-V1-a? 1+V1-a2 1-(1-2%) x (1)
x 1+vV1i—22 z2(1+vV1-22) 14+V1—a2

Demnach gilt lim,_,o f(z) = 0= f(0), und damit ist f auch stetig in 0.

f(x)

b) Wir zeigen zunéchst |f(x)| < 1 fiir alle z € [-1,1]: Fir z € [-1,1] \ {0} gilt

1) |z|

|f(z)] = ———= <
14+ /1 —22
———

20

N

lz] < 1.

Wegen f(0) = 0ist |f(z)| < 1 fiir alle x € [—1, 1] bewiesen. Hieraus folgt f([—1,1]) C [-1,1].

Nun zeigen wir [—1,1] C f([—1, 1]). Sei dazu yp € [—1, 1]. Dann liegt yo zwischen f(—1) = —1
und f(1) = 1. Aufgrund der Stetigkeit von f existiert nach dem Zwischenwertsatz ein xg €
[—1,1] mit yo = f(xo) € {f(z) : = € [-1,1]} = f([-1,1]). Da yo € [-1, 1] beliebig war, folgt
[_17 1] - f([_lv 1])

Insgesamt ergibt sich f([—1,1]) = [-1,1].

Aufgabe 2

a) Um Real- und Imaginérteil von z; zu ermitteln, betrachtet man am besten die Polarkoordi-
naten von 1 — iy/3. Die Linge dieser Zahl betrigt

1-iV3| =12+ (-V3)? = Vi=2,
und nun gilt es noch, das Argument von 1 — iv/3 zu finden, d.h. ¢ € (-7, 7] mit

1—i\/§:2ei“’:2(cos<p+isincp), also cosgo:% und singO:—%\/g.

Dies ist genau fiir ¢ = —%ﬂ' der Fall; damit ist 1 — iv/3 = 2e~/3. Es folgt

2 = (1 _ i\/§)42 _ (26—i7r/3)42 — 942 ,42(—im/3) _ 942 —14mi _ 2427
denn e~ 4™ = cos(—147) +isin(—14w) = 1. Somit sind Re z; = 242, Im z; = 0, |21| = 2*? und
arg z; = 0.

s

Wie zuvor gesehen, ist 1 + V/3i = 2¢T5 . Damit erhalten wir

2¢i5 201 o\ 201 o .
2y = ( ; e_;ﬂ ) = (el%) — 20 _ pl3dim _ (o (1347) +isin (1347) = 1.
(& 3

Also sind Rezo =1, Im 29 = 0, |22] = 1 und argzs = 0.
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b) Esseit € (0,27). Wegen ¥ — e = 2isinp fiir ¢ € R erhalten wir
Z(t) -1 — eit — (e—it/2 o eit/?)eit/Q = _9; sm(t/2) eit/? — 2811’1<t/2) ei(t—ﬂ)/Q’

wobei fiir die letzte Umformung —i = e~""/2 verwendet wurde. Damit haben wir bereits die

gesuchte Polardarstellung von z(t) gefunden, denn fiir alle ¢t € (0,27) gilt sin(¢/2) > 0 und
$(t —m) € (—m, . Also hat 2(t) die Linge 2sin(t/2) und das Argument (¢ — ).

c) Wir haben

% —cos (7Y s () = _Lys i
2—64—COS<4>+lSIH<4>— 2[ 2\/5,

157 15 15 7 7 1 )
2=t = cos <47T) + isin <47T) = cos <I> + i sin <I> = 5\[— %\/5

50 _ giten (750w +isin 50mN _ (3T ©isin 3\ _
a B 4 4 ) 2 2 ) "

und

weil 750 = 93 - 8 + 6 und somit 20T = 93 - 27 4 5T ist.

Aufgabe 3
a) Fiurz,ye Rmitz,y,c+y ¢ {n/2+kn:keZ} gilt
sin + siny)

tan(z-ty) = sin(z + ) _ sinz cosy +siny cosx  COST COSY (Soss cos Y

tanx + tany

cos(x +y) cosx cosy—sinz siny  cosx cosy (1 — Snzsiny) T 1_tang tany

COST COosy
b) Fiir jedes y € R gilt

Y LY Y_ e Y 9eY
Coshy—I—sinhy:e—;e +e 26 :%:ey.

Damit ergibt sich fiir alle x € R und n € N

(coshz + sinhx)" = ()" = e = cosh(nz) + sinh(nz) .

c) Fiir jedes z € (—1,1) gilt

Y_ oY 2y _
(e —e ):e ! = Har-1)=-1-2
(ey+e—y) €2y+1

9 I+ I1+z 1 1+
— eV = = 2y:ln( ) = y:—ln( )
11—z 11—z 2 11—z

y = Artanh x <= =z =tanhy=

SN

Aufgabe 4
i) Firz eRist

2171 + 3x+1 — 2$+4 + 3:671

e 91 _ogrztd _ gr—1 _ gzl
= 2°(3-2"=3"(}-3)
= 2°(-%)=3"(-5)
e Z_8B _ (2)96 _16
3T 31/2 3 93
— x_log2<16>_lnég_ln16—1n93.
3\93 ln% In2—-1In3



ii) Die Gleichung z'°¢10% = 100 z ist nur fiir « € (0, 00) sinnvoll. Fiir z > 0 gilt

298107 = 100 2 loglo(xlogw ¥) = log(100 x)

(logyo ) (logyg ) = logy((100) + logyo ()
(logyg 1‘)2 —logp(z) —2=0

(logyg z — 2)(logip(z) +1) =0

logipz =2 oder logjy(x)=—-1

-1
=100 oder x=10 :%.

rrreet

Aufgabe 5
Alle Funktionen f, sind stetig an der Stelle 0, denn fiir z # 0 gilt

|fol@)] = |2 sin(z™h)| < 2™,
z—0

woraus f,(x) — 0 = f,,(0) folgt.
Die Funktion f,, ist differenzierbar in 0, wenn der Grenzwert

— 7 gj -1y _
lim (@) = 1n(0) — lim © sin(@™) — 0 = lim 2"~
z—0 x—0 z—0 T z—0

Lsin(z™1)

existiert. Fiir n > 2 existiert dieser Grenzwert [es handelt sich dann um lim,_,¢ f,—1(x) = 0], fiir
n =1 jedoch nicht: Fiir die Folge (z), := ((5 + km) 1)), gilt némlich 2, — 0 (k — c0), aber

fi(zr) — f1(0)

. -1 . T k
p— =sin(z, ") = sin(5 + km) = (—1)

konvergiert fiir & — oo nicht.
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