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Aufgabe 1
a) Anwendung der Produkt- und Kettenregel liefert fiir jedes x € R
f/(z) = —2sin(2z) "7 + cos(2z) % cos x = (cos(2z) cosz — 2sin(2x)) e .
b) Nach Definition gilt f(z) = VT = @Y7 fijr jedes x> 0.
Ist g: (0,00) — R,z > In(z) {/z gesetzt, so ist f(z) = e9(®) = E(g(x)). Die Kettenregel liefert
f'(@) = E'(g(z)) g'(z) = E(g(x)) g'(z) = f(z)g'(x),  x€(0,00).
Weiter gilt nach der Produktregel
—2/3 _ Vz (34 In(z))

J(2) = ' (z) ¥z + In(x) (2/3) = %e/z +In(z) %x SR se ),
also
iy = VECHOEED iy e (0,00)
Aufgabe 2

a) Hier betrachten wir die Funktion f: (0,00) — R, y — cos+/y. Die Kettenregel liefert, dass
f auf (0,00) differenzierbar ist mit f/(y) = —;n/g\/g fiir alle y > 0. Nach dem Mittelwertsatz
existiert zu jedem = > 1 ein &, € (r — 1,z + 1) mit

fla+1) = fla=1) cos\/m—cos\/mi—sin [
(x+1)—(z—1) = f(&), d.h. _ '

2 2V
Hieraus ergibt sich die Abschétzung

‘cosx/a:—k 1 —cosvVzx — 1‘ =

sinyE| _ 1 &etler) 1
Va | Ve h =

Wegen lim, oo \/% = 0 ist der zu bestimmende Grenzwert 0.

[

b) Fiir t > 0 setzen wir f(¢) := tInt. Dann ist f differenzierbar mit f'(t) = 1-Int+¢-+ = 1+Int.
Zu x >y > 0 existiert gemé Mittelwertsatz ein £ € (y, z) mit

zlnz —yly = (z—y)f'(§) = (z—y)1+ng < (z—y)(1+nz).
Aufgabe 3

Nach der Kettenregel ist die Funktion f auf (0, 00) differenzierbar und fiir alle = > 0 gilt

(2) 1 1 1 1

= = -2 = — =
_1+x2+1+(x*1)2 (=27) 1+22 22+1 0.

Da die Ableitung von f auf (0,00) verschwindet, ist f dort konstant. Fiir alle z > 0 gilt
f(z) = f(1) = 2arctan(1) = 2 - % — %
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Aufgabe 4

a) Es gilt nach der Regel von de 'Hospital

. log (1 + sin?(3z)) . 2sin3x cos 3z - 3 ) 6 sin 3z
im =

. m ) B =lm —FF
z—0 xsin 2z z—0 (1 -+ sin Bx)(snl 2x + 2x cos Q:U) x—0 sin 2z + 2x

18 cos 3z _ g _41

zgr(l)2c032:z+2_ 4 2

b) Es gilt
. 4sin®z-cos’x —1  IHospital . 8(sinxcosx — cosxsind z)
lim T = lim T =0.
e tanz z — 1 e stan 2 2 - cos 2z
Aufgabe 5
Nach dem Lambertschen Gesetzt gilt
h h
B=1Iycosa r2=Ilp— (K2 +a®) "t = [p— .
(h? 4 a?)2 (h? +a?)2

Wir suchen Maximum der Funktion B : [0,00) — [0,00), h — I e h2)§ . Es gilt
+a<)2

B'(h) = Io(h* +a®) "2 + Ioh(—g)Zh(hQ +a2)73 = Io(h* + a®) "3 (a® — 2h2).

Die Funktion B’ hat nur eine Nullstelle h = @a. Auflerdem gilt B(0) = 0 und limj_,~, B(h) = 0.
Daraus folgt dass die Funktion B(h) hat ein Maximum an der Stelle h = ga.

Aufgabe 6

Bezeichnen wir mit R den Punkt auf der x-Achse in dem der Lichtstrahl die Achse trifft. Es seien
(0,y1) bzw (z2,y2) bzw (z,0) die Koordinaten der Punkte P bzw @ bzw R. Fiir die Linge des

Weges von P nach R gilt |[PR| = /(22 + y7). Ahnlich gilt |RQ| = v/(x — 2)% + y3. Fiir die Zeit

T, die Lichtstrahl braucht von Punkt P zum Punkt @) zu kommen, bekommen wir

r_ PRI IRQL V@) | Vel i
c1 Cco C1 C2 '

Die Koordinaten yi,z2,y2 und die Geschwindigkeiten ¢y, co sind fixiert. Die Zeit T' ist nur von x
\/($2+y%)+\/(x—x2)2+y§ ‘

c1 Cc2

abhéngig. Wir suchen Minimum der Funktion 7" : (—o0,00) — [0,00), © —
Es gilt

() x 4 T — T2 cosa  cosf3
x) = = _ )
a@+i):  of@-mP+): o o

Die Funktion T'(z) hat ein Minimum an der Stelle x genau dann, wenn

sin av c1

sinfB ¢
Aufgabe 7

a) Die Funktion f ist auf dem gesamten Intervall [—3, 2] differenzierbar. In jeder Maximum- oder
Minimumstelle im Innern des Intervalls verschwindet daher die Ableitung von f. Es gilt

f(x) = 43 — 8z = 4:E(:c2 -2).

Die Nullstellen von f’ lauten 0 und 4+/2. Wir miissen neben diesen drei Stellen (die alle
im Intervall [—3,2] liegen!) auch die Rénder des Intervalls [—3,2] untersuchen: f(0) = 2,
f(V2) = f(—=V2) = =2, f(=3) = 47, f(2) = 2. Das Maximum von f ist folglich 47, das

Minimum ist —2.



b) Die Funktion g ist aufer in 3 differenzierbar. Wir miissen also die Randpunkte von [0, 10], den
Punkt 3 sowie alle Punkte im Innern von [0,10] \ {3} untersuchen, an denen die Ableitung
von g verschwindet. Auf [0, 3] gilt

glx) = =6z + B —z+2)% =62+ (5—x)> =2°— 162+ 25, also ¢'(x) = 2z — 16.
g'(z) = 0 gilt nur fiir x = 8 ¢ [0, 3]. Also hat ¢’ in [0, 3] keine Nullstelle. Auf [3,10] gilt
glx)= -6z + (x -1 =22 -8z +1, also ¢'(x) = 2z — 8.

g'(z) = 0 gilt nur fir z = 4 € (3,10). Wir miissen also die Punkte 0, 3,4, 10 untersuchen:
g(0) = 25, g(3) = —14, g(4) = —15, g(10) = 21. Damit ist —15 das Minimum und 25 das
Maximum von g.

Aufgabe 8
a) Diedurch f(x) := In(1+z) definierte Funktion f: (—1,00) — R ist beliebig oft differenzierbar.
Wegen
/ _ 1 " _ -1 " 2 " _ —6
24
®) (1) =
f@) (1+z)5
sind

foy=0, fO=1, fO)=-1, f0)=2, f(0)=-6

und fiir das Taylorpolynom Ty (f;0) ergibt sich

4. ¢k
Ty(f;0)(z) = Z F710) (x — O)k =0+zx+ % (—1):132 + % 223 + % (76)934

Sei 2 > 0. Um die Abschéitzung 0 < In(1 + z) — Ty(f;0)(z) < & 2° zu zeigen, verwenden wir
den Satz von Taylor. Dieser besagt, dass es ein £ zwischen 0 und = gibt mit

(4+1)
f(z) = Tu(f;0)(z) + e (z —0)*,

(4+1)!
also mit
(5)
£&) ~ Tu(f:0)(@) = T o0
Somit reicht es, die Abschiatzung 0 < ! (55)!(5) z° < %x5 einzusehen. Diese ist erfiillt, denn:

fOE 5 1 24

- . >
s TR vt 20
(5)
SO s L 2 s 1 1 s 1o
5! 51 (1+6)° 5 (1+0)p

b) Die Funktion f:[0,1] = R, z+> e * 4 u%x ist beliebig oft differenzierbar mit

1 2 " _ —x 6
o - A e

flla)=—e" -



Daher sind
fG =i, fG = Pog )= P2 g =T P g

und das Taylorpolynom T5( f; %) lautet

(i 3)@) = 3 F P e = D = 1) + e = 5+ 3 (B - 1?2

Sei « € [0,1]. Nach dem Satz von Taylor existiert ein ¢ zwischen 3 und z mit

f(2+1) (5) (.T _ %)2—&—1

f(x) =Tu(f; %)(m) + 2+ 1)

also mit

1, 1.

[F(2) = Ta(f ) ()] =

Wegen £ > 0 ergibt sich

O] Ly O >_65+ LR

31 6 1+ 6  (1+&*

demnach gilt die gewiinschte Abschétzung z.B. mit C = %.
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