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Aufgabe 1

a)

Fiir beliebiges R > 2 erhalten wir mittels der Substitution t = Inz, dt = 2~ ! dx

S| kg 1R 1 1
——dr = —dt=—- =— - —.
9 z(lnz)? o t2 tlm2 In2 InR
Fiir R — oo strebt dies gegen (In2)~!; das uneigentliche Integral konvergiert also und hat
diesen Wert.

b) Seien s < 0 und ¢t € R fest. Mit partieller Integration erhalten wir fiir jedes R > 0
R s R R sz
/ e** cos(tx) dr = — - cos(tx) + / — - tsin(tx) dz .
0 S =0 0 S
Erneute partielle Integration liefert fiir das letzte Integral
R _sx ST R R _sx
/ e tsin(tz) dr = 6—2 - tsin(tx) - / 6—2 - t2 cos(tz) dz .
0 S S =0 o S
Insgesamt erhalten wir
2 R ST R esT R
(1 + 2) / e** cos(tx) dr = — cos(tx) + —5 tsin(tr)
S 0 S =0 S =0
sR 1 sR 1
_— cos(tR) — — + 67 tsin(tR) — 0 Lo,
s s s s
(Man beachte s < 0.) Also ist das Integral [ e5* cos(tx) da konvergent, und es gilt
o 1 2\ s
5 tr)de = —= |1+ — =——.
/0 e’ cos(tx) dx . ( + 32) T
Aufgabe 2

a)

i) Da der Integrand an der Stelle 0 nicht definiert ist, konvergiert das uneigentliche Integral
f_ll In |z| dx genau dann, wenn die uneigentlichen Integrale

0 1
/ In |z|dx und / In |z|dx
-1 0

konvergent sind, also genau dann, wenn die Grenzwerte
lim In |z| dz und lim In |z| dz
n—0+ J_1 e—=0+ /.
existieren.
Fiir jedes € € (0,1) gilt

1 1
/ ln|x|d:13:/ lnxdx:[:Uln:n—x]i:(0_1)_(51n6_5):_1_51n€+5 0t
€ € ?
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Damit konvergiert das uneigentliche Integral fol In|z|dx.
Sei nun 7 € (0,1). Mit der Substitution y = —z, dy = (—1) dx erkennen wir

—n —n n 1
/ In|z|dx = / In(—z)dx = / In(y) (—1)dy = / Inydy UL
-1 -1 1 n

(siehe oben!). Damit ist auch das uneigentliche Integral ff)l In |x| dz konvergent.

Insgesamt folgt, dass das uneigentliche Integral fol In |z| dx konvergiert und dass gilt:

1 —n 1
/ In|z|dz = lim / In|z|dz + lim / In|z|de=-1-1=-2.
1 n—0+ J_1 e—=0+ /.

Erneut ist der Integrand an der Stelle 0 nicht definiert. Deshalb muss man untersuchen,
ob die beiden uneigentlichen Integrale

0 1 1
/ —dx und / 1 dx
1 0o T

konvergent sind, also ob die Grenzwerte

- q

lim —dx und lim —dx

n—0+ /1 T e—=0+ /. T
existieren.
Fiir jedes € € (0,1) gilt

! 1 1 e—04+
/ —dxr = [lmac]6 =—lne —— .
T
€

Damit ist das uneigentliche Integral fol %dm divergent, so dass auch das uneigentliche
1 1 . .
Integral f_l - dz divergiert.

iii) Aus der Ungleichung 1 + ¢ < €’ folgt In(1 + ¢) < ¢ fiir alle ¢ > 0. Also ist

b)

le tIn(1 +t)| <te™? firallet > 0.

Da das Integral fooo te~!dt existiert, konvergiert das zu untersuchende Integral nach dem
Majorantenkriterium.

i)

ii)

Wie in a) i) gesehen, sind lim. o4 [ In|z|dz = —1 und lim._,o4 fel In|z|dx = —1

konvergent. Daher konvergiert auch deren Summe: lim._,o4 ([ In |z| dz + f; In |z| dz)
=—-1—-1=-2.

Fiir jedes € € (0, 1) gilt

—€ 1
lal:n+ 1dar::[1n|96]]:6+[ln|a7:|]1:111£—O—i-0—1n5:0.
. T 1 €

1 T
—& 1
lim (/ 1daz+/ 1dx>=0.
e—0+ 1 X B X

Man beachte: Dieser Grenzwert existiert, obwohl das uneigentliche Integral f_ll %daj
divergent ist! Man spricht hier vom sog. Cauchychen Hauptwert.

Damit ergibt sich



Aufgabe 3

a) Um zu zeigen, dass A := {f €V } 3C > 0Vz € [-1,1] : |f(z)| < C} ein Untervektorraum
von V ist, verwenden wir den Satz 14.4:
(i) A#0wegen f:=[-1,1] = R, f(z) =0¢€ A. (Nehme z.B. C =1)
(ii) Seien o € Rund f,g € A. Dann gibt es C,C’" > 0 mit |f(x)| < C und |g(x)| < C’ fiir alle
€ [—1,1]. Daher gilt fiir jedes z € [-1,1] |f(z)+g(x)] < C+C" und |af(x)| < |ao||f(z)] <
la|C .
b) Wie zuvor benutzen wir den Satz 14.4, um zu begriinden, dass B := {f € V { f(0) =0} ein
Untervektorraum von V ist:
(i) B # 0, weil die Nullabbildung f(z) = 0 fiir alle € [-1,1] in B liegt.
(ii) Seien @ € R und f,g € B. Dann gilt
1) (f+9)(0)=f(0)+g0)=0+0=0, alsof+g€B;
2) (af)(0)=a-f(0)=a-0=0, also aof € B.
c) C:= { fev } f hat mind. eine Nullstelle} ist kein Untervektorraum von V', weil z.B. die
Funktionen
fA-L1] =R, z—zx und g:[-L1] >R z2—~1—=x
in C liegen, ihre Summe wegen (f + g)(z) = f(x) + g(x) = 1, € R, jedoch nicht.
d) D:= { fev ! fist surjektiv} ist kein Untervektorraum von V', weil z.B. die Nullfunktion
f(z) =0 fiir alle z € [—1,1] nicht in D liegt.
(Wére D ein Untervektorraum von V', so miisste mit g € D auch die Nullfunktion 0-g = 0
in D liegen!)
Aufgabe 4

Sei V ein K-Vektorraum und Vj, V5 seien Untervektorraume von V.

a)

b)

Vi N Vs ist ein Untervektorraum von V':
(i) 0eN,0eVea=0eViNVy=ViNV,#0.
(ii) Seien o € Kund z,y € V) N V3, also z,y € V; sowie x,y € V. Dann gilt
1) z+ye€Vi[daVi UVRvon V]und z+y € V5 [da Vo UVR von V], also x+y € ViNVs.
2) azreVildaV; UVR von V] und ay € Va [da Vo UVR von V], also ax € Vi N V.
Nun verwende man Satz 14.4.
Gegenbeispiel: Auf dem Vektorraum V = R? betrachten wir die durch die Einheitsvektoren
= <(1)> und ey 1= ((1)> aufgespannten Untervektorrdume

Vi:=lin({e1}) = {ee1: a € R} sowie Vo :=lin({ez}) = {Bez: B ER}.

Dann ist V3 U V5 nicht abgeschlossen beziiglich der Addition: In V3 U V5 liegen e und es, nicht

aber der Vektor e; + ey = (1)

Vi+ Vo= {v1 +vg: v € V1,09 € Va} ist ein Untervektorraum von V:

() Vi+1Ve#0, demm0€V1,0€Va=0=_0 + 0 €Vi+Va.
e eVy



(ii) Seien o € Kund x,y € Vi + V5. Dann gibt es x1,y; € V1 sowie x2,y2 € Vo mit x = x1+x9
bzw. mit y = y; + y2. Es folgt

ar +y=o(r1+z2) + (1 +y2) = (ax1 +y1) + (ax2 +y2) € Vi + Va.

eVi (2%}

Also gilt ax +y € V1 + W, fiir alle o € K und x,y € Vi + V5. Insbesondere sind dann
x+y e Vi+Vy [mit a =1] sowie ax € Vi + Vo [mit y = 0].

Nun benutze man Satz 14.4.
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