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Aufgabe 1

Zunéchst bringen wir A mittels Zeilenumformungen auf Zeilennormalform:

3.0 2\ Zontih 10 -2/3 10 —2/3
Z3 — —izz34+ 1z Zs—Z3+127
A = 1 10 3—>2j51 0o 1 2/3 TR [ 2/3
-2 1 2 Z1=-34 0 —1/2 —1/3 00 0
Mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks lesen wir ab:
—2/3 2
Kern A=1lin{| 2/3 |} =1lin{|-2]}.
-1 3
2
Folglich ist {| —2 | } eine Basis von Kern A und es gilt dim Kern A = 1. Die Dimensionsformel
3
-3
liefert dim Bild A = 3 — dim Kern A = 3 — 1 = 2. Da die beiden Vektoren Ae; = | 1 |, Aes =
-2

0
1] € Bild A linear unabhéngig sind, bilden diese eine Basis von Bild A, also
1

0
Bild A=1lin{[ 1 |,[1]}.
1

Aufgabe 2
a) Das lineare Gleichungssystem
1+ T2 + 274

3
r3+4ry = 1
2

Irs =

liegt bereits in Zeilennormalform vor:
1102 03
001 4 0|1
0000 1|2

(Stellen wir uns hier das Endergebnis beim Losungsalgorithmus vor, so wiren hier womdoglich
noch Nullzeilen, die aber einfach ignoriert werden diirfen). Diese Treppe verlduft nicht re-
gelmiBig. Nun verwenden wir den (—1)-Ergénzungstrick. In jeder Spalte der Koeffizienten-
matrix sollte eine neue Stufe anfangen! Dies erzwingen wir, indem wir zwei Zeilen der Form
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0...0 —10...0 einfiigen:

11 0 2 03
0 -1 0 0 0]0
0 0 1 4 0|1
0 0 0 -1 0]0
0 0 0 0 1|2

Jetzt konnen wir die Losung ablesen: die beiden Spalten mit den neu hinzugekommenen Stufen
(an den —1-en erkennbar) sind eine Basis des homogenen Losungsraums, und die letzte Spalte
ist eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung! Gemifi Folgerung (1) in 14.11 ergibt
sich fiir die allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssystems

3 1 2
0 ~1 0

z=|1]+x| 0 |+x] 4 (A pu€R).
0 0 ~1
2 0 0

Das Einfiigen jener —1-Zeilen ist nichts anderes als das Setzen von freien Parametern. Be-
trachten wir das urspriingliche Gleichungssystem mit Variablen

1+ x2+2x4 = 3
z3+4ry =
Irs = 2,

setzen zwei Parameter (aber mit Minuszeichen!)

T1+x2+2x4 = 3
To = —A
r3+4xy = 1
Ty = —H
rs = 2,

lassen in jeder Zeile nur eine Variable stehen

x1 = 3+A+2u

Tr9 = .
r3 = 1+4up
Ty = —U
5 = 2
und schreiben vektoriell
3 1 2
0 -1 0
r= 114+ 0 [+p]| 4 (A, p €R).
0 0 -1
2 0 0
b) Um das lineare Gleichungssystem
rKT — 2x9 + Tr3 — T4 + 5= 0
41 — 8xo0 + 3z3 — 374 + T5 = 2
—2x1 4+ 49 — 223 — x4 + 4dx5= -3
r1 — 2x9 — 3x4 + 4x5= -1



zu l6sen, bestimmen wir die Zeilennormalform der zugehorigen erweiterten Matrix

1 -2 1 -1 1]0 Gasze_az (1 =2 1 —1 1]0
4 -8 3 -3 1| 2 Z3 — Z3+22 0O o -1 1 -=-3]| 2
-2 4 -2 -1 4|-3 Za—Z4—71 0 O 0 -3 6 |-3
1 -2 0 -3 4|-1 O 0o -1 -2 3 |-1
P 1 21 -1 1]0
Zs — —173 0o 0 1 -1 3 |-2
Z4—>Z4—Zg 0 O 0 1 —2 1
0o 0 0 -3 6 |-3
1 -2 1 -1 1 0
Zy—2Z4+327Z3 O 0 1 -1 3 -2
O 0 0 1 =21
0O 0 0 0 o010
1 -2 0 0 =2 2
ZlﬁZleQ O 0 1 O 1 —]_
Zo—Zo+7Z3 0 0 01 —-2]1
0 0 0 0 O 0

und verwenden den (—1)-Ergénzungstrick, d.h. wir lassen Nullzeilen in der Zeilennormalform
weg und erginzen Zeilen mit —1 und sonst Nullen, so dass auf der Diagonalen nur +1 steht:

1 -2 0 0 —-2| 2
0 -1 00 01]O
0 0 1 0 1 |-1
0 0 01 —2]1
0 0 00 —-1]0
Nun kénnen wir die allgemeine Losung x = (1, 22, 73,74, 25) € R® des Gleichungssystems
ablesen:
2 -2 -2
0 -1 0
r=|-1]14+A] 0 | +p] 1 (A € R).
1 0 -2
0 0 -1
Aufgabe 3

Wir bringen die erweiterte Matrix (Aly) durch Zeilenumformungen auf Zeilennormalform:

1 -1 2 1 1 -1 2|1
0 1 1 |1 |ZE=EA Lo 1 11
1 0 B+2|3 0 -1 pg|2
10 3 2
R (I T T T
Z3—>Zg—1Z2 O 0 6—1 1
1. Fall: 8 # 1. Dann setzen wir zur Abkiirzung v := (5%1) und erhalten
s (5-1)-1Z 1 0 3|2 PR 1 0 0]2-3y
(o) 2220 Bl g 1 1)1 | 228580 01 0] 1—4
00 1|~/ 27%27% \ o0 1| ~

Man sieht: In diesem Fall ist das Gleichungssystem Ax = y eindeutig losbar; die Losung = =
(71,22, 73) € K3 ist gegeben durch 1 =2 — 3y, z9 = 1 — v und a3 = 7.



2. Fall: =1 . Dann gilt
1 0 3|2
()= 0 1 1]1
00 0|1

Der Rang der erweiterten Matrix ist grofler als der von A. Folglich besitzt das lineare Gleichungs-
system Az = y in diesem Fall keine Losung.

Aufgabe 4

a) Diese Abbildung ist linear, denn fiir alle A € C und <i1> ) <zl> € C? gilt
2 2

7()\1'2 + y2)
o @1) ’ (Z”)’ - @? H if)> = | {01 +y1) + (w2 +y2)
2 2 2 2 3(Az1 + 1) — 4i(Axo + y2)

Tx Ty2 .
=A| ix1+xz2 |+ | y1+ye Z)\f(< 1>)+f(<y1>).
3x1 — 4dixo 3y1 — 41y

0 0
muss jedoch stets ¢(0) = ¢(0-0) = 0- $(0) = 0 gelten.

b) Die Abbildung ist nicht linear, denn es gilt f( (0)) = <2> # 0. Fiir eine lineare Abbildung ¢

c) Auch dieses f ist nicht linear, da wieder f(0) # 0 gilt. Man beachte aber: Auch

g(@)) 1= xy

wiire nicht linear (trotz g(0) = 0), denn es gilt g(e; +e2) =1 # 0+ 0 = g(e1) + glez).

d) Entgegen dem ersten Anschein ist f linear. Dies folgt aus Beispiel (1) in 14.15, denn

7)) = (o = 20000+ 3) = (@ )00 = 60) = -+ 30— 20y — 0 = (o = G+ 60)

= (B3+60)z—(1+2)y=(2+6i —1-2i) (";) .

=:AeClx2
Aufgabe 5

T (1t 2\ 1 . o 1 1 2%2 - L. .
Wegen ¢(<x2>) = <$1 n 332) =A <9:2> mit A := <1 1) € R**# ist ¢ nach Beispiel (1) in 14.15

linear. Es gilt

Kern ¢ = {x €R? : ¢(x) =0} = {x € R? : Aa:zO}zKernAzlin{(_ll)}.

1 1
Letzteres liest man unter Verwendung des (—1)-Ergénzungstricks der Zeilennormalform <0 0>

von A ab. Gemifl Definition ist
Bild ¢ = {¢(z) : © € R*} = {Az : = € R?} = Bild A — lin{(}>}7

weil Bild A der lineare Aufspann der Spalten von A ist.
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