UNIVERSITAT KARLSRUHE WS 1999/2000
MATHEMATISCHES INSTITUT I 26.10.1999
Dr. A. Miiller-Rettkowski

Dipl.-Math. A. Frohlich

2. Ubungsblatt

Hohere Mathematik I fiir die Fachrichtungen
Elektroingenieurwesen, Physik und Geodisie

Aufgabe 1 Essei X eine beliebige Menge; A und B seien zwei Teilmengen von X mit
charakteristischen Funktionen x4 : X — {0,1} und x5 : X — {0, 1}.

a) Zeigen Sie, dass xanp = X4 - x5 gilt.

b) Wie lassen sich die charakteristischen Funktionen der Mengen Cx(A), A\B, AAB
und AU B durch x4 und xp ausdriicken?

Aufgabe 2 Esseien X, Y und Z Mengen sowie f : X — Y und g : Y — Z Funktionen.
Weiter sei h := g o f die Komposition von f und g.

a) Zeigen Sie durch direkte Beweise:
(i) Sind f und g injektiv, so ist auch h injektiv.
(ii) Sind f und g bijektiv, so ist auch A bijektiv.
(iii) Ist h surjektiv, so ist auch g surjektiv.
(iv) Ist h surjektiv und g injektiv, so ist f surjektiv.
b) Zeigen Sie durch indirekte Beweise:
(i) Ist h surjektiv, so ist auch g surjektiv.
(ii) Ist h injektiv, so ist auch f injektiv.
c) Zeigen Sie durch Widerspruchsbeweise:
(i) Ist g injektiv und A nicht injektiv, so ist f nicht injektiv.
(ii) Ist A injektiv und f surjektiv, so ist g injektiv.
d) Widerlegen Sie die folgenden falschen Aussagen durch je ein Gegenbeispiel.
(i) Ist h injektiv, so ist auch g injektiv.
(ii) Ist h surjektiv, so ist auch f surjektiv.
(iii) Ist h nicht injektiv, so gilt: f ist nicht injektiv und g ist nicht injektiv.
(iv) Ist A nicht surjektiv, so gilt: f ist nicht surjektiv und g ist nicht surjektiv.

Tipp: Machen Sie sich vor einem Beweis jeweils anhand eines einfachen Beispiels klar,
was die Behauptung besagt.

— bitte wenden —
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Aufgabe 3 Bestimmen Sie alle z € R, fiir die 2z + 12 > 1 gilt.
-z

Aufgabe 4 Die Mengen A und B seien beschrinkte, nichtleere Teilmengen von R.
Zeigen Sie: Dann ist auch A+ B :={x |z =a+bfiirein a € A und ein b € B} eine
beschrinkte Menge und es gilt

sup(A+ B) =sup A +sup B sowie inf(A + B) = inf A + inf B.

Aufgabe 5 Entscheiden Sie jeweils, ob die Mengen Supremum, Infimum, Maximum
bzw. Minimum besitzen. Bestimmen Sie gegebenenfalls diese Werte.
2

a) A:{x+%‘0<x<42} b) Bz{liiﬂ

xGR}

Aufgabe 6 Es sei A eine nichtleere Menge positiver reeller Zahlen. Betrachten Sie die
Menge B := {z | x = o' fiir ein a € A} und zeigen Sie: Ist inf A > 0, so ist B nach
oben beschriinkt und es gilt sup B = (inf A)~'.

Aufgabe 7 Fiir jedes j € N sei das Intervall M; := [—%, %] C R gegeben. Zeigen Sie:

_ﬂMj = {0}

Axiomensystem fiir die reellen Zahlen Korperaxiome

Die reellen Zahlen bilden eine Menge R, mit den Verkniipfungen: Addition Multiplikation
Addition: RXR —= R, (z,y)+— z+y; Fiir alle z,y, z € R gilt: Fiir alle z,y,z € R gilt:
Multiplikation: RXR = R, (z,y)— z-y; (z+y)+z=2z+ (y+2), z-(y-z)=(x-y)- z, Assoziativitit,
sowie einer Anordnung, gegeben durch eine Teilmenge, den Positivititsbereich z+y=y+=z z-y=y-x Kommutativitét.
R C R. Fiir diese Daten gilt: Es gibt ein Element 0 € R, soda3  Es gibt ein Element 1 € R, sodafl 1 # 0 und
(K) Kérperaxiome: z+0=xz, l-z=u,

Die Menge R mit Addition und Multiplikation bildet einen K&rper. und sodaB fiir jedes z € R ein und sodaB fiir jedes z € R,z # 0,
(A) Axiome der Anordnung: “negatives” (—z) € R existiert, ein “inverses” z~1 € R existiert,

(A.1) Es gilt genau eine der Aussagenz € Ry, —z € Ry, z = 0. mit der Eigenschaft mit der Eigenschaft

(A.2)m,y€R+=>m+yER+. z+ (—z) =0. z- -zl =1.

(A3)z,yERyL = z-y €RY.
(V) Vollstéindigkeitsaxiom

Jede nicht leere nach oben beschrinkte Menge reeller Zahlen besitzt eine kleinste
obere Schranke.

Distributivgesetz.
z-(y+2)=(z-y)+ (z-2).

Hinweis In der grofen Ubung werden aller Voraussicht nach die folgenden Aufgaben
besprochen: 1, 2 (ungerade romische Ziffern), 4 und 5. Der Rest wird in den Tutorien
behandelt.



