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Aufgabe 1 a) Dieser Grenzwert existiert; es gilt

lim3_\/5=lim 3_\/5 1

— -1 1
e 29 299 (VT -3)(yZ+3) @9/5+3 V9+3 6

b) Fiir z — 0 konvergiert der Zihler des Bruches gegen —4, und der Nenner hat in
z = 0 eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel: 2% — 2z? + 7z = z(2? — 22 4 7); es gilt

lim 2 +3z—4 oo und lim z* +3z —4
_— = —_— = —X
20— g3 — 222 + Tx 20+ 13 — 202 + Tx

Da diese beiden Grenzwerte nicht {ibereinstimmen, existiert der zu betrachtende Grenz-
wert nicht.

c) Zahler und Nenner haben —1 als Nullstelle; Polynomdivision liefert
?+5z+4=(x+1)(z+4) und *+2*+z+1=(z+1)(x*+1).
Folglich existiert der Grenzwert:

. 2?2+ 5z +4 . (z+1)(z+4) . x+4 -1+4 3
lim = lim = lim = =—.
eo-1xd+ 224+ +1 oot (z+1)(22+1) ao122+1  (—1)2+1 2

d) Hier hat der Nenner in 2 = 2 keine Nullstelle, daher gilt

24T +2 247242 20
lim = = =

= — =2.
=23 —x24+3x 23—-2243-2 10

Aufgabe 2 a) Fiir a := /8 + z und b := 2 verwenden wir die Gleichung

3_b3
a® — b = (a—0b)(a®+ab+b*), also a—b:m

und erhalten

(V/8+z)®—23 B x
(V8+z)2+29/8+x+22 (V8+z)2+2y8+x+4

8+ 1 —2=



Folglich ergibt sich

. 84+ —2 . 1 1 1
lim — = lim —.

20 x 20 (,3/8+x)2+2\3/8+a:+4:({”/g)2+2\3/§+4:12

b) Gemif binomischem Satz gilt
9\’ <= /(9) [9)" 9 9\’ 9)°
(142) =2 () ) =reo 2w (3) ++a(?)
. /9 . .
mit ay = (k) Also ergibt sich
9\ ? 9 2 9
lim £ 1+—) -1 = lim = 9-—+a 4 + -+ ag 4
z—00 9 T z—00 9 T T T
9\! 92 9\8
:1im(9+a2<—> +a3<—> +...+a9(_> >:9'
T—00 T X X

¢) Zur Abkiirzung setzen wir a := v/22 4+ z und b := v/2? — z. Dann ergibt sich

> _ I A e -
Vit t Vet —o-w=a-atbou= a+x * b+ _a+x+b+x
_z(b+z)—2(@a+z) z(b-a) z(b-0a)(b+a)
(a4 z)b+z)  (a+z)b+z) (a+2z)(b+2)(b+a)
z(b? — a?) —21?

(a+x)b+2)b+a) (a+z)b+z)(a+b)’
Damit folgt wegen a/x — 1 und b/z — 1 (a und b sind von z abhiingig) fiir z — oo

—223
I 2 T 7 22) = li
Jdm (Ve o+ Vet —o - 20) = lim o Ty
—2 —2 1

=1

oo (a/z + 1)(b/z + 1)(afz + bj/z)  2-2-2 4

d) Dies ist wieder ein einfacher Fall:

5 8r3 + 222+ 1 5 8+2r 1423 8 A
im ———— = = lim =_=4,
-0 2034+ Tx ZT——00 2+ T2 2

Aufgabe 3 Es gilt f(0) =bund f(2) =c—2. Aus f(0) = f(2) = 0 folgt daher b =10
und ¢ = 2. Fiir x > 1 und fiir x < 1 ist f offenbar stetig; damit f auch an der Stelle
x = 1 stetig ist, muss gelten:

lim (@) = £(1), o lim f(z) = £(1) = lim f(a).

z—1+

Nun haben wir

lim f(z)=f(1)=2+a und lim f(z)=2-1=1;

r—1— r—1+

somit muss a = —1 gelten.



Aufgabe 4 Diese Funktion ist nur in z = 3 stetig.

Ist nimlich (z,) eine Folge mit z, —— L, so gilt f(z,) = z, oder f(z,) =1 — =, und

wegen z, — + und 1 — z, » 1 — 1 = 1 folgt f(z,) — f(3) fiir n — oo.

1
2
Ist dagegen ¢ # %, so unterscheiden wir zwei Félle:

1. Fall: z; ¢ Q. Nach Aufgabe 2 vom 8. Ubungsblatt existiert eine Folge (x,) mit
T, € Q und z,, — xo fiir n — oo. Dann gilt f(z,) = &n —= ¢ # 1 — 20 = f(x),
d.h. es gilt nicht f(xy) = lim, 4, f(z). (Man kann sich sogar iiberlegen, dass dieser
Grenzwert nicht existiert.)

2. Fall: o € Q. Dann ist z,, := 2o + %\/5 ¢ Q und damit gilt f(z,) =1-— =z, RiAN
1 — xy # z, d. h. auch hier gilt nicht f(zo) = lim,_,, f(x).

Aufgabe 5 a) Wir definieren die Funktion A : [a,b] — R durch h(z) := z — g(x).
Wegen R(g) C [a,b] ist h(a) = a—g(a) <a—a=0und h(b) =b—g(b) >b—b=0.
Gilt h(a) = 0 oder h(b) = 0, so haben wir g(a) = a bzw. g(b) = b. Sonst ist h(a) < 0
und h(b) > 0; da h stetig ist, gibt es also ein zq € (a,b) mit h(zo) = 0, d.h. g(x) = xo.

b) Auf dem Intervall [0, 2] ist f offensichtlich stetig. Zudem ist fiir x > 0 offenbar
f(z) > 0und f(x) < 1. Fiir die stetige Funktion f : [0,2] — [0, 2] gilt gem&f a) daher:
Es gibt mindestens ein zy € [0, 2] mit f(x¢) = xo. (Solch ein x4 heifit Fizpunkt von f.)

c) Man beachte: z; ist jetzt irgendeine Zahl aus dem Intervall [0, 2], es wird also nicht
f(zg) = zo vorausgesetzt. (Sonst wire die definierte Folge konstant und damit selbst-
versténdlich konvergent.)

Probiert man ein paar Anfangswerte z, aus, so stellt man fest, dass sich stets eine
monotone Folge ergibt. Dass dies so sein muss, kann man wie folgt einsehen: Wegen

_:L'+2_x—|-3—1_ 1

)= ""3=""713 T Z+3

ist die Funktion f monoton wachsend. Dies bedeutet aber: Ist xy so gewéhlt, dass
zo < f(zo) = z1, so folgt induktiv, dass (z,) monoton wichst (z, 1 < z, impliziert
f(xn_1) < f(xn), also z, < zpy1); ist dagegen g > 1, so fillt (z,) monoton.

Wegen 0 < z,, < 2 ist (z,) eine beschrinkte, monotone Folge und damit konvergent.

Bemerkung: Macht man in der Rekursionsformel z,,; = f(x,) den Grenziibergang
n — oo (und beachtet dabei die Stetigkeit von f), so ergibt sich fiir den Grenzwert £
der Folge (z,) die Gleichung £ = f(£), d.h. £ ist Fixpunkt von f. Rechnen wir £ aus:
Es gilt £(€+3) = £+ 2, also &2 + 26 — 2 = 0. Diese Gleichung hat die zwei Losungen
£10=—14++/1+2. Wegen £ > 0ist also & = —1 + /3.

Aufgabe 6 a) Korrektur: Die Aufgabenstellung ist falsch. Man muss zuséitzlich noch
a3 # 0 voraussetzen.
0O.B.d.A. sei a;3 > 0. (Sonst geht man analog vor.) Da 13 eine ungerade Zahl ist, gilt

T—>—00

dann p(z) — oo und p(z) ——= —oo. Fiir ein hinreichend groBes M > 0 ist daher



p(M) > 13 und p(—M) < 13. Da p stetig ist, liefert der Zwischenwertsatz fiir stetige
Funktionen: Es gibt mindestens ein zq € (—M, M) mit p(zo) = 13.

b) Ist f(z) = 0 fiir alle z € R, so ist die Behauptung trivial. Sonst wéhlen wir ein z;
mit f(z1) # 0 und setzen ¢ := | f(z1)|. Nach Voraussetzung gibt es ein M > 0 mit

|f(z)| <e firz < —M und fir x > M.

Nach Definition von ¢ ist also insbesondere z; € [—M, M].

Die stetige Funktion g : [-M, M] — R, definiert durch g(z) := |f(z)| nimmt auf dem
abgeschlossenen, beschriankten Intervall [—AM, M] ihr Maximum an, d.h. es gibt ein
xo € [—M, M] mit g(z) < g(xo) fiir alle z € [-M, M].

Fiir z € [-M, M] gilt somit |f(z)| = g(x) < g(x¢) = | f(x0)|; auch fiir z ¢ [—M, M] ist

[f(@)] <e=[f(z)] < max [|f(z)| = [f(zo)].

—M<zE<M
c¢) Die stetige Funktion f nimmt auf [a,b] ihr Minimum an, d.h. es gibt ein z¢ € [a, b]
mit f(z) > f(x) > 0 fiir alle z € [a,b]. Dann folgt

LN
f@) = f(zo)

Die Funktion 1/f ist also nach oben durch C beschrinkt; eine untere Schranke ist 0.

=:C < 0.

n—oo

Aufgabe 7 a) Es gilt f,(0) = 0 fiir alle n € N, also f,(0) —— 0. Fiir z > 0 gilt

rt+nz+nr  z/n+1 42 noe T2+
— —_— AN
[4

= = = 1.
fal@) 1+nz I/n+z x v

Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert also punktweise gegen die Funktion f mit

f(a:)={°’ o

z+1, >0

Auf [0, 00) ist die Konvergenz nicht gleichméfig, da die Funktion f in 0 unstetig ist, alle
fn dort aber stetig sind.

Auf [a, 00) mit einem a > 0 liegt dagegen gleichméfige Konvergenz vor. Dort gilt

T+ nz? + nx r+nz? +nr — (z+1)(1 + nx)
_ N N 1| =
ola) = )] = [FEEEEE (o4 e
|z+nat+nr—z—na®—1-—nz| | -1 1
- 1+ nz 14 nz| S 14+na’

Zu jedem ¢ > 0 existiert ein N € N, so dass ﬁ < e fiirallen > N; fiirn > N ist
dann also sup|f,(z) — f(z)| < e.



Bemerkung: Auf dem Intervall (0, 00) ist die Konvergenz wiederum nicht gleichméBig,
denn es ist sup{ |fn(z) — f(x)| : z € (0,00) } = 1.

b) Es gilt f,(0) =1 fiir alle n € N. Ist z € (0, 1], so folgt |1 — x| < 1 und damit
falz) = (1 —2)" ==50.
Die Funktionenfolge konvergiert also punktweise gegen die Funktion f mit

1, z=0

J(@) = { 0, z€ ((;, 1].

Auf [0, 1] ist diese Funktion unstetig, im Gegensatz zu den Funktionen f,; also kann die
Konvergenz auf [0, 1] nicht gleichméfig sein.

Auf [3,1] liegt jedoch gleichméBige Konvergenz vor: Hier gilt [1 — z| < 3, also
[ful@) = f(2)| = [ fa(x)| = |1 —2)"| = 1 —2|" <277,

und wie bei a) bedeutet dies gleichméfiige Konvergenz.
Bemerkung: Auf dem Intervall (0, 1] ist die Konvergenz jedoch nicht gleichméfig, denn
sup{ |fu(z) — f(2)[ : 2 € (0,1] } = 1.

c¢) Offenbar gilt f,(0) = 0 fiir alle n € N. Fiir z € (0,1] ist ¢ := 1 — 2 € [0,1) und es
ergibt sich

fa(z) = nzg" 2230,
(Dass ng™ — 0 fiir n — oo gilt, folgt daraus, dass wegen {/ng™ — q < 1 fiir n — oo die

Reihe iiber ng"™ konvergiert.) Die Funktionenfolge konvergiert also punktweise gegen die
Funktion f mit f(z) =

Obwohl diese Grenzfunktion stetig ist, liegt keine gleichméfiige Konvergenz vor. Es gilt

— — n—roo, —
) = n (1= )" = () = () " = () S e

Dies bedeutet aber sup,¢(o 11| fn(z) — f(z)] =
groflen n und schlielt die gleichmé&fige Konvergenz aus.

(z)| = te™! fiir alle hinreichend

Aufgabe 8 a) Setzt man z = 1 ein, so ergibt sich der Wert 0. Fiir z € (—1,1) gilt

[e.e] o0 1
;x"(l—x) 1—x§ (1—2)z Z z(1 — x) 1—x:$'

n=0

Die Funktionenreihe konvergiert also punktweise gegen die Funktion f mit

0, =1,
J) = { z, x€(-1,1)

Da diese Funktion, im Gegensaz zu den Partialsummenfunktionen, in x = 1 nicht stetig
ist, liegt keine gleichméflige Konvergenz vor.



Bemerkung: Auch auf (—1,1) liegt keine gleichméfige Konvergenz vor, denn es gilt

Zx”(l —z)—=zx

und offenbar ist sup{ [z¥*!|: 2z € (—1,1) } = 1.

1— N
’ _x:|xN+1|a

(1—30)3:233”—33

‘ N-1
n=0

e

b) Fiir alle x € R haben wir

1
2 4+ n?

1 1

= X .
z24+n? " n?

Da die Reihe iiber 1/n? konvergiert, folgt aus dem Majorantenkriterium: Die vorliegende
Funktionenreihe konvergiert gleichméflig und damit auch punktweise auf ganz R.



