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Aufgabe 1 a) Fiir alle z € [0, 1] gilt
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nx? n n 1

N X - -
nd+x3 " nd4+a3 T nd  n?

Da die Reihe iiber 1/n? konvergiert, kénnen wir das Majorantenkriterium anwenden:
Die Funktionenreihe konvergiert gleichméfig (und damit auch punktweise) auf [0, 1].

b) Setzt man z = 0 ein, so hat die Reihe den Wert 0. Fiir x # 0 gilt

[e'9) 2 oo k 2
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Die Funktionenreihe konvergiert somit punktweise gegen die Funktion f mit

0, z =0,

Da diese Funktion an der Stelle x = 0 unstetig ist, die durch die Partialsummen der Reihe
dargestellten Funktionen aber offensichtlich auf ganz R stetig sind, kann die Konvergenz
nicht gleichméfig sein. (Denn sonst wiirde sich die Stetigkeit iibertragen.)

c) Wegen 1+ + 2% = (z+ 3)* + 2 gilt 1 + 2 + 2 > 32 fiir alle 2 € R. Folglich ist

—n(l+z+z? —3n/4

—n(l+z+z?
( ) <e

le N=e
Da die Reihe iiber e=3"/* konvergiert (geometrische Reihe), liefert das Majorantenkrite-

rium wieder gleichméflige und damit auch punktweise Konvergenz auf ganz R.

d) Fiir z = 0 konvergiert die Reihe offensichtlich mit Wert 0; fiir z # 0 folgt die
Konvergenz aus dem Leibnizkriterium. (Natiirlich kénnte man den Wert wieder konkret
ausrechnen, da es sich um eine geometrische Reihe handelt.) Wir setzen

f(z) = Z ﬂ und fol(z) == Z ﬂ

(L4 a2)k (14 a2)k’



und zeigen nun, dass sogar gleichméflige Konvergenz vorliegt. Das Leibnizkriterium
liefert fiir x # 0 die Abschitzung
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Diese Abschitzung stimmt trivialerweise auch fiir z = 0.
Ist ein beliebiges € > 0 vorgegeben, so gilt fiir |z| < 1/ und alle n € N

1 1

f(z) = fal)] < xQ(l + g2t < 6(1 + g2)nt] SE,

und fiir |z| > /¢ ergibt sich
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Wiéhlen wir nun ny € N so grof}, dass (1 + &)™ < ¢ fiir n > ng gilt, so folgt
|f(z) — fo(z)| < e fiir allex € R und alle n > ng.

Damit ist die gleichmé&Bige Konvergenz der Funktionenreihe bewiesen.

Aufgabe 2 a) Es bezeichne a,, den zu 2" gehorenden Koeffizienten. Dann gilt

la,|  3"n!(2n)! 44™(3n + 3)! _ 44(Bn+3)(3n+2)(3n+1)
lanp1|  4471(3n)! 3nti(n+1)!(2n+2)! 3(n+1)(2n+2)(2n+1)
4B +3/m)(B3+2/n)(B3+1/n) noee 44-3-3-3  44-9 99
3014+ 1/n)(2+2/n)(24+1/n) 3-1-2-2 4 77
Der Konvergenzradius dieser Reihe ist also 99.
b) Wieder bezeichne a; den Koeffizienten von z*. Dann folgt
1 k—)oo\ 1 1
W _ 1 _ 24—1/k(6+1)3 ) 7 9473 T 5488 k gera‘dea
20-1/k (6 + (—1)F)3 24—1/k1(6—1)3 et 24%53 = ﬁ, k ungerade.
Als Konvergenzradius ergibt sich also r = (lim sup {/|ax| )™ = (5555) " = 2000.
Aufgabe 3 a) Fiir a, := 2n+1)/(n—1)? gilt
lan]  2n+1 n* 2+4+1/n 1 n_m\g—l

lani1] (=12 2n+3 (1—-1/n)? 2+3/n "2

Die Reihe hat daher den Konvergenzradius 1. Wir miissen nun noch die Rénder des

Konvergenzintervalls, also x = —1 und x = 1, untersuchen. Dies liefert die zwei Reihen
o0 o
2n + 1 2n+1
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Die Konvergenz der ersten Reihe wird durch das Leibnizkriterium garantiert, denn

2n+1  2(n—1)+3 2 3 2 3 2n+3

a":(n—l)Z_ (n—12 n-1 (n—1)2> n n

Die zweite Reihe hingegen divergiert wegen a, > 2n/n?> = 2/n und des Minorantenkri-
teriums. Insgesamt: Die Reihe konvergiert nur fiir z € [—1,1).

b) Wegen {/]1/n?| = 1/n ==>% 0 hat diese Reihe den Konvergenzradius oo, d.h. sie
konvergiert fiir alle z € C.

c) Sei z € R beliebig und a, := (1 + 1)"*z*". Dann gilt
1 n
Vlan| = (1—|——) zt 5% e gt
n

Folglich konvergiert die Reihe fiir e-2* < 1 (also |z| < e~'/) und divergiert fiir e-z* > 1
(also |z| > e~/*); ihr Konvergenzradius ist daher e /4. Untersuchen wir noch den
Rand: Beide Randpunkte liefern die gleiche Reihe, ndmlich

2
o0 1 n
3 (1 " _>
n=1 n
Diese Reihe konvergiert nicht, denn die Reihenglieder konvergieren nicht gegen 0: Aus
Aufgabe 1 des 8. Ubungsblattes wissen wir (14 )" > e — 2 und erhalten damit

1
n

1\" 1+4m\" _ fe—3\" 3/e\" nooo
o2 o= () () -2 2
n € e n

Insgesamt: Die Reihe konvergiert nur fiir |z| < e~ /4.

d) Fiir a, := 1+ +---+ & gilt offenbar 1 < a,, < n. Wegen /n 272 1 folgt hieraus

/]an] 2= 1. Die Potenzreihe hat also den Konvergenzradius 1-' = 1. Fiir |z| = 1

n—oQ

konvergiert die Reihe nicht, denn dann gilt |a,2"| = a, —— o0, d. h. die Reihenglieder
konvergieren nicht gegen 0. Konvergenz der Reihe liegt also nur fiir |z| < 1 vor.

e) Auch diese Potenzreihe hat den Konvergenzradius 1, denn

/ o0 ; 1,
k ‘2]92]92‘ — 2|Z‘k k— 0 |Z‘ <
0o, |z| >1.

Auf dem Rand des Konvergenzkreises liegt keine Konvergenz vor, denn fiir |z| = 1 gilt
252%"| = 2%, Die Reihe konvergiert somit nur fiir |2 < 1.

f) Wieder wenden wir direkt das Wurzelkriterium an: Es gilt

1—cos 1,2 M—=00

l+cos | o2 M0 J141,2 _ 2,2
(/‘en(l-i—(*l)" cos %)x2n| — € mr e Tt =erT, n gerade,
e ng? 75 el 71?2 = 22 n ungerade.



Also: limsup ¥/|a,z2"| = e’x?. Die Reihe konvergiert fiir e?2? < 1 und divergiert fiir
e?z? > 1, d. h. der Konvergenzradius ist e *. An den Randpunkten ergibt sich die Reihe

00 oo
Z 6n(l+( 1)™ cos = )67271 — Zen(( 1)"cos L-1) ]
n=1 n=1

Diese Reihe ist divergent, da die Reihenglieder nicht gegen 0 streben: Fiir gerades n gilt
ndamlich wegen der Reihendarstellung von cosx

en((—l)” cos%fl) _ en(cos -1) _ — " n(— %(%)2-1-%(%)4*4----) e*%(%)l—ki(%)s*—k-" TH_OO) 60 —1.

Aufgabe 4 Fiir jedes z € C mit |z| < 1 zeigen wir mit vollstéindiger Induktion:

1

Fiir alle k¥ € Ny konvergiert Z ("t*)2" absolut, mit dem Wert T

n=0

Induktionsanfang: Fiir £ = 0 haben wir wegen (":k) = () = 1 eine geometrische Reihe

vor uns. Diese konvergiert bekanntlich absolut und hat den Wert ﬁ

Induktionsschluss: Die Behauptung sei nun fiir ein gewisses k£ bereits gezeigt. Dann
bilden wir das Cauchyprodukt der zwei Reihen

o

1 1
n+k n _
Z 71_2)“1 und Zz =15

n=0

Nach Induktionsvoraussetzung konvergiert die erste Reihe absolut und da auch die geo-
metrische Reihe absolut konvergiert, ist auch das Cauchyprodukt der Reihen absolut
konvergent und hat als Wert das Produkt der beiden Reihenwerte:

(1 —];)k+2 = _]'z)m e S (nRymanm - fj(z (m;k))zn.

n=0 m=0 n=0 “m=0

. . . . . k k+1
Die Induktionsbehauptung ist also gezeigt, wenn wir noch Y o (™) = (""5*1) be-
weisen. Dazu verwenden wir vollstdndige Induktion nach n:

Induktionsanfang: Fiir n = 0 steht links (’g) = 1 und rechts (k?;l) =1.

Induktionsschluss: Ist die Gleichheit fiir n bewiesen, so folgt

n+1 n
D=2 (a4 () = () + () = () = (-
m=0 m=0

Wir wissen nun insbesondere, dass fiir den Konvergenzradius r der Potenzreihe r > 1

gilt; zudem ist (":k) ("+k) He > 1 und damit r < 1. Folglich gilt r = 1.

Wegen (") = (") =n+1und (*?) = ("}?) = 4(n+2)(n + 1) wissen wir nun

1, also lim sup

o0 o 2

"= L un n n 2" = )
D (n+1)z =0 d > (+2)(n+1) =L




Daraus folgt dann wegen n? = (n+2)(n+1) —3(n+1) +1

anz” = anz" = Z(n +2)(n+1)2" — 32(71 +1)2" + Zz"

n=1 n=0 n=0 n=0 n=0
2 3 N 1 2-31—-2)+(1—-2)?% 22+=z
S (1=-23 (1-22 1-2z (1—2)3 (1 -2)3

und wegen 2n+1=2(n+1) -1

D @n+1)2" =~z —i—ZQn—i—l :—1+2Zn+ Z

n=1 n=
14 2 1 _—(1— )+2—( —z2)_3z2—z4
B (1-22)2 1-—22 (1—22)2 (11— 22)2°

Aufgabe 5 Wir suchen Zahlen a, mit

o0

1 o
f— Z (x+1)", also 1—x+2x—3 Zanx+1
n=0 n=0

Nun gilt wegen 2% + 2z — 3= (z + 1)? — 4

(z® + 2z — 3) Zan(x +1)" = zan(az + 1) — 4Zan(x +1)"
n=0 n=0

n=0
= —day —4day(z+ 1) + Z(an,Q —4day)(x +1)".
n=2
Diese Potenzreihe soll den Wert 1 haben; wegen des Identitéitssatzes fiir Potenzreihen
liefert dies die Gleichungen

—4ag=1, —4a; =0, a, 2—4a,=0 (n=>2).

Es folgt: ay = —i, a; = 0 und a, = ian_z fiir n > 2. Vollsténdige Induktion liefert:

ask+1 = 0 und ag, = —(3)* fiir alle k € Ny.

Wegen %/|as| = (3)(H1/k)/2 Lk (12 = 1 und *%/|aski1| = 0 ist der Konver-

genzradius der Potenzreihe r = (limsup {/|a,|)™" = (5)7' = 2.

Bemerkung: Man kann die Aufgabe auch 16sen, indem man f(z) = ((z +1)? —4)! =
—2(1 — (21)»)~! als geometrische Reihe entwickelt.

Aufgabe 6 a) Es gilt a, < 2", wie man mit vollstindiger Induktion sieht:
Induktionsanfang: Die Behauptung ist fiir n = 0 und n = 1 richtig.

Induktionsschluss: Ist die Behauptung fiir n — 1 und n bewiesen (wobei n > 1), so folgt

Uni1 = Qp 4+ Qg < 2042071 2" 4 2" = 2t



Folglich ergibt sich lim sup {/|a,| < 2 und damit gilt fiir den Konvergenzradius r der zu
betrachtenden Potenzreihe 7 = (limsup /|a,|)™"

b) Fiir z € (—3, ) gilt

f(z) —zf(z) Zanx —Zanac —ianx"”
n=0

=ao + (a1 — ag)x + Z(an — U1 — Up_2)x" = ag + (a1 —ag)x = 1.
n=2
c) Aus b) wissen wir

1
1—z—a2

1—z—2)f(z) =1, also f(z) =

Nun hat 22 4+ z — 1 die Nullstellen 1, = —1 £ 1/1/4+1=1(-1£/5) und es gilt

T—2y -2 (z—2)(x—21) 224+x-1 224+2-1

1 1 z-m—(x—2) xo—11 -5 _ 5. f(2)

Mit diesen Zahlen x; und x» hat man also die behauptete Darstellung.

d) Allgemein gilt

11 1_1°°x"_ix"
r—1xy w9 1l—x/1) o = \ Zo B ot

Aus c) ergibt sich somit

n= n=0 2 n=0 .’L’2
Wegen
1 1 _2=1-vB) 14V 1 1-45
T %(_1+\/5) 1-5 2 T 2

liefert dann der Identititssatz fiir Potenzreihen
1 < 1 1 ) 1 (<1+\/5)"+1 <1—\/5)”+1>
an [ — _ = — — .
s\ ) T\ 2

Aufgabe 7 a) Wir suchen eine Darstellung f(z) = >"° , a,z". Nun ist

flz) = (ﬁ): ((1+:1H1—;23)E(1—x)>2: (11—_;3>2: (1—x)2ﬁ




und gemifl Aufgabe 4 ergibt sich fiir |z| < 1

oo oo
n:O n=0

Folglich gilt: as, = agnio = n+ 1 und az, 1 = —2(n + 1) fiir alle n € Ny.

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist offenbar 1.

b) Wir kennen die Potenzreihen fiir sin z und cos z um den Punkt 0. In Verbindung mit
dem Additionstheorem fiir sin z ergibt sich

f(z) =sin(§ + 2z — %) =sin(§) cos(z — —) + COS(%) sin(z — )
_1\/_2 ) 2k: 1\/‘2 2k+1) %)2k+1

Fiir die Koeffizienten der Potenzreihe f(z) = > a,(z — 7)™ gilt also:

a —l\/i(_l)k und «a —lﬂﬂ fir k € N,
T2V k) T2V 2k 4 1)) 0

Der Konvergenzradius der Reihe ist offensichtlich oo.

c) Es gilt 1 — 2 — 22 = (1 + 2)(1 — 22). Daher machen wir den Ansatz
1—2 a b

1—2—2z2_1+2+1—2z'

Die rechte Seite dieser Gleichung liefert

a(l—22)+b(1+2) a+b+(—2a+b)z
(1+2)(1-22) 1—z-222 '

Die Darstellung gelingt also, wenn @ + b = 1 und —2a + b = —1. Dies bedeutet a = %
und b = % Somit gilt

2/3 /3 2/9 -1/9
T+2 1-2: 1+(z—2)/3+1+2(z—2)/3

‘Z( z—2> _éi(_Q(zg—z))”

n=0

fz) =

fiir 5]z — 2| < 1und 2|z — 1| < 1. Fiir die Koeffizienten in f(2) = Y > an(z — 2)"
ergibt sich also a, = 2(—3)" — 5(—32)" = (—3)""(2 — 2"). Der Konvergenzradius ist 3.
d) cos(2x) = cos(z + x) = cos?x — sin’ x = cos? z — (1 — cos? z) = 2cos?x — 1, also
o o

1N~ (5D e ok
Z 1+§Z(2k)!4$ .
k=0 k=1

(—1)k4*/(2k)! fiir alle

f(z) =3(1 +cos2z) =1+

N [—

Fir f(z) = Y 2 an2™ gilt also ag = 1, agg—1 = 0 und ag, =
k € N. Der Konvergenzradius ist offenbar co.



