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Aufgabe 1 Die Funktion f ist differenzierbar, also insbesondere stetig. Folglich gilt
f(0) = f(lim z,) = lim f(z,) = lim 0=0.

n—oo n—oo n—oo

Geméf Mittelwertsatz (Beachte: x, > 0) existiert zu jedem z,, ein &, € (0, z,) mit

ey e 1O 00 _

T, — 0 T, —0

Wegen x,, — 0 gilt auch &, — 0 fiir n — oo, und weil f’ stetig ist, folgt
£/(0) = f'(lim &) = lim f/(&) = lim 0=0.
n—oo n—oo n—0o0

Da wir wissen, dass f' differenzierbar ist, konnen wir f”(0) bestimmen, indem wir eine
spezielle Folge, die gegen 0 konvergiert, wihlen: Es ergibt sich
f'(@) = 1'(0) f'(&) — 1(0) 0-0
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Aufgabe 2 a) Sowohl der Zihler als auch der Nenner des Bruchs streben fiir x — 0
gegen 0. Zudem ist fiir 0 < |z| < 7 die Ableitung des Nenners (sin z) ungleich 0. Daher
liefert die Regel von de I’Hospital: Wenn

(e€4+e®=2) . e—e”?

lim = lim —
=0 (1 —cosx) =0 sinz

existiert, so existiert auch der urspriinglich zu untersuchende Grenzwert und die beiden
sind gleich. Hier haben wir erneut die Form ,,%“ und die Ableitung des Nenners ist # 0
in einer Umgebung von 0. Also erhalten wir

e”+e‘”_1+1_

_ —_— 2.
20 1—cosz =0 (sinz)’ =0 Ccosx 1
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b) Auch hier kann man die Regel von de ’'Hospital zweimal anwenden (jeweils ,, =
die Ableitung des Nenners ist fiir hinreichend grofie 2 ungleich 0). Dies fiihrt auf

und

. et —e® . e"+e” N . -
lim ——— = lim ———— = lim ———— (falls die Grenzwerte existieren),
z—oo e + e~ 7T z—o0 ef — e~ % z—o0 e 4+ e~ 7T



hilft also nicht, den Grenzwert zu berechnen. Einfaches Kiirzen mit e liefert aber

e l—e® 1-0

€
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c¢) Auch hier wenden wir zweimal hintereinander die Regel von de I'Hospital an (jeweils
fiir ,,%“; die Ableitung des Nenners hat in der Ndhe von 0 keine Nullstellen). Wegen
(z%)" = (e®!"?)" = 2%(x Inz)’ = 2°(1 + Inz) ergibt sich

x* —x . 2®(14+Inz) -1

. 2®(1+lnz)?+2°L 141
lim T = =

m-—— im 1 —2.
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d) Hier konvergieren Zahler und Nenner gegen 0, die Ableitung des Nenners ist in der
N#he von 0 ungleich 0, aber

lim (z? co’s(l/x))l . 2 cos(1/x) + 2?sin(1/z) 5 — lim 2z cos(1/x) + sin(1/x)
70 (sinz)’ z—0 CoS T £—0 COS T

existiert nicht, denn fiir z,, := ((n + 3)m)~" hat der Bruch den Wert (—1)"/ cos z,. Die
Regel von de I’Hospital ist nicht anwendbar; der urspriingliche Grenzwert existiert aber:
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limwzlimi-xcos(l/x) =1-0=0.
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e) Sowohl f(z) als auch g(zx) streben fiir x — oo gegen oco. Als Ableitungen erhalten
wir f'(x) = 1+ cos?x — sin® x = 2 cos? z und

g (x) = f'(x)e™% + f(x)eS™* cos x = €¥"%(2cos’ x 4 x cos z + sin z cos® )
= """ cosr(2cosw + =+ sinx cos ) .
Also wird ¢'(z) auch fiir beliebig grofie  durch den Faktor cos 2 immer wieder 0. Daher
ist die Regel von de I’Hospital nicht anwendbar. Der Grenzwert

lim f(x) _ !

300 g(x) T esinz

existiert nicht (Betrachte z, := (n + 3)m), obwohl fiir jene z, fiir die ¢'(x) # 0 ist, gilt:

flz) 2cosz o,
¢'(x)  enz(2cosx +x +sinzcosz)

Aufgabe 3 Oberfliche A und Volumen V einer zylindrischen Konservendose mit Ra-
dius 7 und Hohe h berechnen sich wir folgt:

A=2rr®>+27rh und V =nr’h.

Bei vorgegebenem Volumen V' gilt somit h = V/(7r?) und fiir die Oberfliche ergibt sich
A(r) = 2nr? + 27rh = 2% + 2V/r



Die Oberfliche soll moglichst klein werden. Wegen A(r) — oo fiir 7 — 0 und fiir
r — oo folgt aus der Stetigkeit von A(r), dass A auf (0,00) ein Minimum hat. (Genaue
Begriindung: Es gibt ¢ und M mit ¢ < 1 < M und A(r) > A(1) fiir 7 < € und fiir
r > M. Das Minimum, das A als stetige Funktion auf [e, M] besitzt, ist also auch das
Minimum auf (0,00).) Dort muss die Ableitung verschwinden:

Ar)=0 <« 47r7‘—g=0 oo v e rzf’l%.
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Fiir die Hohe ergibt sich dann
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Aufgabe 4 Mit Potenzreihen kommt man hier sehr schnell ans Ziel: Wegen

2

sin?z = (z — %x?’ + o(x4)) =’ — %x4 +o(z°), -0

ergibt sich

i 1 LY _ a? —sin’z . 1? — (2% — Z2* + o(z))
eo0 \sinfg  22) @50 aZsin’z | a0 2?(2? — 2a* + o(2%))
L B el s

2=0 gt — 226 + o(27) 2201 — 222+ o(a7)/z* 3! 3
Mit der Regel von de I'Hospital dauert es etwas langer: Wir wenden sie viermal an; die
entsprechenden Stellen sind mit (x) gekennzeichnet.

2 —sin’x (+) . 2r — 2sinx cos 2z — sin(2z)

lim ———— = lim —5 - = lim —5 -
=0 z?sin‘x 2=0 2z sin” x + 2z2sinzcosx  =—0 2z sin® x + 22 sin(2x)

OFF 2 — 2 cos(2x)

m-—s; , .
20 2sin® z + 4z sin x cos x + 2z sin(2x) + 222 cos(2x)
) 2 — 2 cos(2z)
=lim —— -
£—0 28in” x + 4x sin(2x) + 222 cos(2x)
*) 1 4sin(2x)
= lim —; - :
2—0 4sin x cos x + 4sin(2z) + 8z cos(2z) + 4z cos(2x) — 4z? sin(2x)
) 4sin(2z)
= lim -
20 (6 — 422) sin(2x) + 12z cos(2x)
® Jim 8 cos(2z)
= li
2—0 —8x sin(2z) + 2(6 — 42?) cos(2x) + 12 cos(2x) — 24z sin(2x)
8
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Aufgabe 5 a) Symmetrie beziiglich der y-Achse liegt genau dann vor, wenn fiir alle
z € Rgilt: fi(z) = fi(—x).

filz) = fi(-z) <+ F(e"+te ) =3(e"+te") + (1—t)e"=(1—-t)e”



Offenbar ist dies genau fiir ¢ = 1 erfiillt. Also: Nur das Schaubild von f; ist symmetrisch
zur y-Achse, die anderen nicht.

Symmetrie zum Ursprung bedeutet f,(—z) = — f;(x) fiir alle z € R.
fil—2) = —fi(z) < F(e7+te”)=—3("+te®) & (t+1)e"=—(t+1)e®

Da dies genau fiir £ = —1 richtig wird, ist nur das Schaubild von f ; ursprungssymme-
trisch.

b) Um die Nullstellen zu bestimmen, miissen wir die Gleichung f;(z) = 0 betrachten,
also e = —te~”. Da hier links eine positive Zahl steht, kann dies nur fiir ¢ < 0 erfiillt
sein. Dann erhalten wir durch Logarithmieren z = In(—t) — z, also z = 3 In(—t).

Um die Ordnung dieser Nullstelle zu finden, betrachten wir die Ableitung

filz) = 3(e" —te™™).

Wegen f/(31n(—t)) = 1((—t)"/2 — t(—t)="/?) = (—t)/? # 0 ist die Ordnung 1. Also:

2
Nur fiir ¢ < 0 hat f; eine Nullstelle, und zwar in z = 3 In(—¢) mit Ordnung 1.

¢) Um die Extremalstellen zu finden, setzen wir die Ableitung 0.

fiz)=0 < (=t ®)=0 <+ e*=te”

1
2

Diese Gleichung kann nur fiir ¢ > 0 erfiillt sein; dann folgt = $ Int und wegen f;'(z) =
fi(x) > 0 ist dies ein Minimum. Also: Nur fiir ¢ > 0 hat f; ein Extremum, und zwar ein
Minimum an der Stelle z = %ln t.

Nun noch zu den Wendestellen: Es sind bei diesen Funktionen gerade die Nullstellen,
da f" = f genau dort das Vorzeichen wechselt.

Aufgabe 6 a) Fiir die durch f(z) := In(2 + z) gegebene Funktion f, die beliebig oft
differenzierbar ist, gilt

1 by 1
=y T@= PESER

f'(z)

Also haben wir f(0) =In2 und f’(0) = 3. Nach dem Satz von Taylor gibt es zu jedem
x € [—1,1] \ {0} ein £ zwischen 0 und x mit

2

— ' 1V — n9 Ly Y
@) = 10+ PO+ 4O =2+ bo - ot
und dies stimmt offenbar auch fiir z = 0 (mit beliebigem &). Daher gilt wegen & € [—1, 1]
z? z? z?
‘f(x) n 2:6‘ ‘2(2_}_5)2 =~ 2(2_1)2 2

Wir kénnen somit ¢ =In2 und b = ¢ = % wihlen.



b) Wir betrachten f(xz) := 24/1+ z. Nach dem Satz von Taylor gibt es zu jedem n € N
ein ¢ € (—z5,0) mit

\/§:f(—51—0): n— l(fa )( ) n‘f (6)( )"

Jetzt wollen wir n so grof§ wihlen, dass das Restglied betragsmifig kleiner als 1076
wird. Es zeigt sich, dass dies schon fiir n = 3 erfiillt ist; wegen

_ 1 _ 8 _ 4106
| 6-50% — 6-100% 10

miissen wir nur noch | f®) (& )| < 3 zeigen. Wegen [£] < 5 ergibt sich

OO =18} (<) (=D (4 = 1 ¢

)75/2
_15 <49>_5/2_15-\/505<15-8-502 3 5-8-502
- R

S 98\ 50 2875~ 928.75 76

5-8-502
76

Nun méochten wir < 1 zeigen. Dies stimmt wegen

70 =49% > 48% = (2 - 3)* = 2'2. 3% = 4096 - 27 > 4000 - 25 = 100000 = 5 - 8 - 50°.

(Natiirlich kénnte man auch 7% ausrechnen.) Als Niherung fiir v/2 erhalten wir unter

Benutzung von f'(z) = 2 $(14+ ) Y2 und f"(z) = 2 (—1)(1 +z) %2

To(f,0)(—55) = f(0) + f(0)(=55) + 2/ (0)(—55)" = P (L + 5 (—55) — 5 (=55)")

_ 10 1 — 19799
(1 - W - 20000) — 14000 1,414214.

Aufgabe 7 Offenbar gilt f(z) — oo fiir x — +00. Die stetige Funktion f muss daher
ein Minimum haben. Wir finden es durch Nullsetzen der Ableitung:

fllz)=0 « ZQ(fU—ak):O < n:v—Zak:O
= k=1

Also ergibt sich a = (a1 +---+ay); das angegebene Messergebnis ist das arithmetische
Mittel aller Messwerte (Beachte: Das Minimierungsproblem ist eindeutig l6sbar.)

Betrachten wir nun noch die Funktion g. O.B.d.A. gelte a; < as < ... < a,. Probiert
man ein paar Beispiele aus, kommt man zu folgender Vermutung:

Ist n gerade, so gilt g(a) = min{g(z) :x € R} genau dann, wenn a € [a,/2, 11n/2)-
(Hier ist das Minimierungsproblem also nicht eindeutig lésbar.)
Dies zeigen wir mit vollstdndiger Induktion:

Induktionsanfang: n = 2. Fiir x € [a, as] ist g(x) =z — a1 — (x — az) = as — ay, fiir
z<agiltg(z)=—(r—a1) — (x —az) = a1 +as — 22 > a; + ay — 2a; = ag — a;, und
g(x) > as — ay fiir x > ay sieht man ebenso ein.

Induktionsschluss: Fiir ein gewisses gerades n sei die Behauptung gezeigt. Dann gilt

n+2 n+1
9(z) =Z|$—ak| =G(z) + H(z), wobei  G(z) := Z|x—ak\,
k=1 k=2

H(z) :== |z — a1| + [z — apny1]-



Nach Induktionsvoraussetzung wird G genau auf [a1.45/2, @24n/2] minimal und laut Induk-
tionsanfang ist H auf [a1, a, o] konstant, ansonsten grofier. Damit folgt die Behauptung
auch fiir n + 2.

Vollig analog zeigt man die Aussage fiir ungerades n:

Ist n ungerade, so gilt g(a) = min{ g(z) : + € R} genau dann, wenn a = agn41)2-

Aufgabe 8 a) Dass f auf [—1, 1] ein Maximum hat, folgt aus der Stetigkeit von f. Wir
betrachten nun die Ableitungen f'(z) = 2° —3z+1 und f"(z) = 32?3 = 3(2*—1). Fiir
alle z € (—1,1) gilt f’(x) < 0, d.h. auf diesem Intervall ist f’ streng monoton fallend.
Wegen f'(—1) = 3 und f’(1) = —1 existiert also genau ein £ € (—1,1) mit f'(§) = 0.
(Beachte: f'ist stetig.) Die Funktion f wichst auf [—1, €] streng monoton und fallt auf
[€, 1] streng monoton. Genau in £ nimmt f also das Maximum an.

b) Wir wollen &, also die Nullstelle von g(z) := f'(z) = 2® — 3z + 1, bestimmen. Das
Newtonverfahren hat die Iterationsvorschrift

_ . _ g(x) 22 —3r+1 223 —1
Tnr1 = h(zy), mit  h(z) =x — 7@ =T g g 3 T3 3
Mit zg = 0 ergibt sich z; = f und z2 = (2-5- —1)/(3-§ —3) = £.

Jetzt zur Fehlerabschédtzung und in diesem Zusammenhang zu der Frage: Konvergiert
das Newtonverfahren hier {iberhaupt? Aus der Vorlesung ist bekannt: Gilt fiir die
Funktion A : [a,b] — [a,b] die Abschétzung |h'(z)| < ¢ < 1 auf [a, b], so konvergiert die
durch z,1 := h(z,) definierte Folge gegen den eindeutig bestimmten Fixpunkt £ von
h, und zwar fiir jedes o € [a, b]. Zudem gilt dann

n

q
—|CL'1 —CU()‘ .
—4q

|§_$n|< 1

Zuniichst miissen wir also ein geeignetes Intervall [a,b] finden. Wir wihlen [0, 7]; die
Funktion h bildet dieses Intervall in sich ab, denn fiir z € [0, 3] gilt 22° — 1 € [—1,0]
und 3z% — 3 € [—3, 2], also h(z) € [0, 1]. Als Ableitung von h erhalten wir

BW(z)=1- g'(2)g'(z) — g(z)g"(x) _ _g(z)g"(z) _ _(¢* -3z +1)6a

(¢9'(x))? (¢9'(x))? (32 — 3)
Wegen |23 — 3z + 1| < 1 auf [0, 3] gilt also

1-3 3
17. ' _.
el i W@ < gogp < g o<l
Wir erhalten daraus die (nicht besonders gute) Abschiitzung
2 9
18 1 3
— < — = 1 = = —
[3 ﬂﬁz\\l_q\iﬁl o 1_% 3714

c) Die Gleichung f’(z) = 2®—3z+1 = 0 bedeutet z = 5(2+1) =: F(z). Die Funktion F
erfiillt auf [0, 2] die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes (fiir z € [0, 2] gilt F(z) € [0, 2]
und |[F'(z)] = 2* < 5 =: ¢ < 1); also konvergiert die durch z,4; = F(z,) gegebene
Folge fiir jedes zo € [0,%]. Aber auch fiir beliebiges zy € [—1,1] liegt Konvergenz vor,

denn schon z; liegt dann wieder in [0, 2.



