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Aufgabe 1

a) Wegen
sin(5x 1
lim tan(z:p)-lnx: lim (727 ) ‘nz=1-lim ——b
z—1— 2 z—1- cos(5) z—1- cos(5)

gilt nach der Regel von de I’'Hospital

1
T = 2
lim tan(-z) -lnz = lim ———%—— = ——
a1 2 e—1- —sin(§x) - § T
b) Um den Real- und Imaginérteil von z := (@ + %z’)g zu ermitteln, bestimmen wir zunéchst

die Polarkoordinaten von y := § + %z Die Linge dieser Zahl betragt

ol = VAT TA= 1.

Fiir das Argument ¢ € (—m, 7] von y muss gelten

§+%i:ei“":coscp+isin<p, also cosgpz@ und singp:%.
Dies ist genau fiir ¢ = %71' erfiillt. Also gilt y = €'/6 und es folgt
PRSDY S L p—y

Damit lauten Re(z) =0, Im(z) = —1.



Aufgabe 2

a) i) Diedurch f(z) := e +arctan(x) definierte Funktion f: R — R ist auf R differenzierbar
und fiir jedes x € R gilt
/ _ 3x
fi(x) =3e™ + T2 > 0.
Also ist f streng monoton wachsend und damit injektiv. Wegen f(x) > —7 fiir alle
re R, lim, o f(z) = =5, limgc_ﬂ>o f(z) = oo sowie der Stetigkeit von f folgt aus
dem Zwischenwertsatz: f(R) = (—7,00). Damit besitzt die bijektive Funktion f: R —
(—%,00) die Umkehrfunktion f~1: (=%, 00) — R.
ii) Wegen f(0) = 1ist f~1(1) = 0. Da f/(0) = 4 # 0 ist f~! nach dem Satz iiber die
Umkehrfunktion in f(0) = 1 differenzierbar und es gilt
1 1 1
f_l / 1 — — = — .
W= R T e
Es gilt lim, o f(2) = —F und f(0) = 1. Wegen monotonie kann die Funktionn f die
Werte in dem Intervall [—7, 1] genau dann annehmen, wenn x € (—o0,0] ist. Also gilt
(=7, 1]) = (=00,0].
Aufgabe 4
a) i) Mit Hilfe von partieller Integration erhélt man
V2 V2 NG V2
/ e dy = / z?- (xe_””Q) dr = {:cQ . (—%6_12)} — / 2 - (—%e_ﬁ) dx
0 0 0 0
V2 V2
_ 2. -2 x _ -2 1, —x?
= —35e —i—/ox dx e—i—[ze }0
:_6—2_56—2+% 3—2+2
ii) Es gilt nach der Substitution y = cosx
™ T T -1
/ sin®(z) dz —/ sin?(z) sin z dz :/ (1—cos®(x)) sinz dx :/ (1) (1—y*) dy = [
0 0 0 1
b) Die Funktion f ist auf dem Intervall [-3,3] differenzierbar und es gilt
fl(z) = e(@® + 2 — 11) + e (2z + 1) = e” (2% + 32 — 10) = ®(z + 5)(z — 2).
Die Ableitung der Funktion f hat innerhalb des Intervalls (—3,3) nur eine Nullstelle z = 2.
Der Punkt x = —5 liegt nicht auf dem Intervall [—3, 3].
Wir berechnen die Werte von f an den Stellen z = —3, x = 2, x = 3 und bekommen, dass
fmax = f(3) = ¢® und fmin = f(2) = —be?
c) Um

In(n+1) Zln 1+ 1/k) fiir alle n € N

zu zeigen, verwenden wir Vollstandlge Induktlon.
IA: n =1 Esist In(1+1) = 3 _; In(1 + 1/k).
IS: Sei n € N beliebig. Es gelte In(n+ 1) = >";_; In(1 + 1/k) (IV). Dann folgt

n+1

S (1 +1/k) = Zln +1/k) + (14 1/(n+1)) &
k=1

Y n(n + 1) + (1 +1/(n + 1)

= 1n((n+ 1)-(14+1/(n+1))) =In((n+1) +1).



