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Loésungsvorschlige

Aufgabe 1
a) Zunéchst bestimmen wir die Polarkoordinaten von %(1 +iv/3). Der Betrag dieser Zahl lautet

. 2
SV =517+ v3) P = 3vi=1
Fiir das Argument ¢ € (—, 7] von 3(1 +iv/3) ergibt sich

coln

%(1+i\/§):1-6i‘p:cosg0+isingo — cosgpz% und singo:%\/g = o=
Also ist (1 4 iv/3) = €'™/3 und man erhilt fiir allen € N

ei27rk

—_

falls n = 3k fiir ein k € N,
2 = (e7/3)2n = g5 = l@mETE) = i = 2(—=1+1iv/3) falls n =3k +1 fiir ein k € Ny,
T E) = ¢F = 1(—1—iy/3) falls n = 3k + 2 fiir ein k € No.
Infolgedessen sind 1, 3(—1 + iv/3) und —3(1 + iv/3) Haufungswerte von (z,)nen. Aufgrund

von {3k : ke N}U{3k+1:ke€No}U{3k+2:kec Ny} =N besitzt die Folge (2 )nen keine
weiteren Haufungswerte.

Skizze der Haufungswerte:

Im

L(—=1+4V3)

—1(1+iV3)

b) Mit e¥ =3  Lw", w e C, folgt fiir jedes z € C\ {2}

2 P R PG o S ) ) L
2-2 _z—2n:1n! _nzln! _k:O(k+1)! '

c) Fiir jedes z € R gilt
dcosh(z)sinh(z) < €? = (e"+e ™) (® —e ) <e? = T
— T ol<®e?® = o<l = (-2 <144

== [P -2l <1+et)d = —Jl+el/d< e —et2< /1 +et/4
= 22— 1+et/d<e® <e?/2+\/1+eb/d. (%)



Wegen /1 +et/4 > /el /4 = €2/2 ist €2/2 — \/1+¢e%/4 < 0. Da e¥ > 0 fiir alle y € R gilt,
liefert die linke Ungleichung in (*) keine Bedingung an x. Somit ist (%) dquivalent zu

e <e?/2+\/1+et/d = 2z<In(e?/2+/1+el/d) <= z<ikn(e?/2+\/1+et/4).

Also ist
{z € R : 4cosh(z)sinh(z) < e?} = (—o00, 1 In(e?/2 + /1 + €%/4)).
Aufgabe 2
a) Wir zeigen a, = 3" — 3 fiir alle n € Ny mittels (starker) Induktion.
Induktionsanfang Es gilt ag = 0 = 3% — 3% und a; = % =3 - 3% Also ist die Gleichung

an:S”—yfurn—Oundn—lerfullt

Induktionsschluss: Sei n € N. Es gelte sowohl a,,—1 = 3"~ — 3”%1 als auch a,, = 3" — 3% (IV).
Dann folgt mit der Rekursionsformel

(IV) -
o = —ans R - ) - (3 )
a7l & 1
_3”(&_%)_3171(130_3):3n' _3171,%:3%&- _3n1+1.

b) i) Esgilt
An41 a) 3n+1_3n1+1 B 3_3271% n—oo 3 —0 .

an gn— L 1— o 1-0

ii) Fiir jedes n € N gilt

Yay, = /3" — V3 =3
und
also

3 ’{/g < Ya, <3
Wegen 37/8/9 2222 3.1 = 3 folgt hieraus mit dem Sandwichkriterium {/a, ——— 3.

c) Aus /a, — 3 und {/n — 1 ergibt sich ¢/ = 7\1{\/‘? — % = 3 fiir n — oco. Der Konvergenz-
radius der Potenzreihe Y0 | (2 — 5i + m)™ betréigt daher 3.

nln

Aufgabe 3
a) Unter Verwendung von a — b = anaw fiir a # b erhélt man fiir jedes x > 1
241)— (22 -1)
43(3/22 1 _ a2 _ 1) — 443 (2= +
(Va2 + Va )= (22 + 1)2/3 + [(22 + 1)(22 — 1)]1/3 + (22 — 1)2/3
1 2
= 504% (CCQ + 1)2/3 + (IE4 _ 1)1/3 + (xQ _ 1)2/3
B 2
SR ) (- )

1+02B+(1—0)/B+(1-023 3



b) Definiere f: (0,00) = R, z — (1 + Inz)x.
1. Schritt: Es gibt mindestens ein g € (0,00) mit f(xg) = 1.
Denn: Esist f(1) = 1 und 1 € (0, 00). Alternativ: Es gilt f(e™2) = (1-2)e 2= —e2<0< 1
und f(e) = (1+1)e > e > 1. Da f als Komposition stetiger Funktionen stetig ist, gibt es
nach dem Zwischenwertsatz (mindestens) ein xg € [e=2, €] C (0,00) mit f(zo) = 1.
2. Schritt: Es gibt hochstens ein g € (0, 00) mit f(zg) = 1.
Denn: Fiir jedes z € (0,e7!] gilt 1 +Inz < 0, also auch f(x) < 0. Demnach existiert kein
xo € (0,e~ Y mit f(zo) = 1. Auf (e7!, 00) ist f streng monoton wachsend, weil f das Produkt
der streng monoton wachsenden Funktionen z +— 1+Inx und z +— = ist, die beide auf (e ™!, 00)
positiv sind. Insbesondere ist f auf (e~!, c0) injektiv, so dass es hochstens ein zg € (e}, 00)
mit f(xzg) =1 geben kann.

Aufgabe 4

a) Fir jedes N € N gilt

N _ k\,—k N , —k —(k+1) -1 —(N+1)
k+1 e Z e e e e
SN = ( 6) - ( >_

pt 1 N+1

weil es sich um eine Teleskopsumme handelt. Wegen % N g st (sn)Nen konvergent

mit Grenzwert e, d.h. die zu untersuchende Reihe konvergiert und hat den Reihenwert e !

b) Wir schreiben

o o)

k—1 A n
=4z =4 — ] .
Z +2|;L~|k I Z(1+21m|> x§<1+2|m|>

1

Bei der gegebenen Reihe handelt es sich also um eine geometrische Reihe, welche genau fiir
alle z € R mit ‘1+2\ || < 1 konvergiert. Es gilt

4
T 1l e 4z <1422 = 2uzl<l = |2 <1/2.
1+ 2|z|
D.h. die Reihe konvergiert genau fiir alle x € (—1/2,1/2). Fiir diese = erhélt man als Reihen-
wert
o0 oo n
4 1 4 8
Z “24332(9”) e L =8l
— 1+2|1‘| = 1+ 2|z 1 — 550 1+ 2|z| — 4z
c) Die Funktion f ist stetig in 0, denn fiir = # 0 gilt
|f(z)| = |sinz| | cos(1/z)| < |sinz| Z=% 0,

z—0

woraus f(x) — 0 = f(0) folgt.

Wir begriinden, dass f nicht differenzierbar in 0 ist, und betrachten dazu die beiden Folgen
(k) ken = ((2k7) ™Y ken und (yp)ren = ((2km + 7) 1) gen. Dann sind zy # 0, yx # O fiir alle

k € N und es gilt limy_,c 23 = 0 sowie limy_ o0 Y = 0. Mit lim,_,¢ 22 = 1 erhalten wir
_ (0 . .
lim far) = 1(0) = lim 200 os(1/zy) = lim Gl
k—o0 xp — 0 k—oo T} k—oo T
und 0 )
AL AC Y cos(1/ye) = lim 2K (—1) = —1.
k—o00 yr — 0 k—oo Yk k—oo Yk

Deshalb existiert der Grenzwert lim,_.g f(;g() nicht, d.h. f ist nicht differenzierbar in 0.



