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Lösungsvorschläge

Aufgabe 1

a) Zunächst bestimmen wir die Polarkoordinaten von 1
2(1 + i

√
3). Der Betrag dieser Zahl lautet∣∣1

2(1 + i
√

3)
∣∣ = 1

2

(
12 +

√
3
2)1/2 = 1

2

√
4 = 1 .

Für das Argument ϕ ∈ (−π, π] von 1
2(1 + i

√
3) ergibt sich

1
2(1+ i

√
3) = 1 ·eiϕ = cos ϕ+ i sinϕ ⇐⇒ cos ϕ = 1

2 und sinϕ = 1
2

√
3 ⇐⇒ ϕ = π

3 .

Also ist 1
2(1 + i

√
3) = eiπ/3 und man erhält für alle n ∈ N

zn = (eiπ/3)2n = ei 2π
3

n =


ei2πk = 1 falls n = 3k für ein k ∈ N,

ei(2πk+ 2π
3

) = ei 2π
3 = 1

2(−1 + i
√

3) falls n = 3k + 1 für ein k ∈ N0,
ei(2πk+ 4π

3
) = ei 4π

3 = 1
2(−1− i

√
3) falls n = 3k + 2 für ein k ∈ N0.

Infolgedessen sind 1, 1
2(−1 + i

√
3) und −1

2(1 + i
√

3) Häufungswerte von (zn)n∈N. Aufgrund
von {3k : k ∈ N} ∪ {3k + 1 : k ∈ N0} ∪ {3k + 2 : k ∈ N0} = N besitzt die Folge (zn)n∈N keine
weiteren Häufungswerte.

Skizze der Häufungswerte:
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b) Mit ew =
∑∞

n=0
1
n!w

n, w ∈ C, folgt für jedes z ∈ C \ {2}

f(z) =
e2

z − 2
(ez−2 − 1) =

e2

z − 2

∞∑
n=1

1
n!

(z − 2)n =
∞∑

n=1

e2

n!
(z − 2)n−1 =

∞∑
k=0

e2

(k + 1)!
(z − 2)k .

c) Für jedes x ∈ R gilt

4 cosh(x) sinh(x) < e2 ⇐⇒ (ex + e−x)(ex − e−x) < e2 ⇐⇒ e2x − e−2x < e2

⇐⇒ e4x − 1 < e2e2x ⇐⇒ e4x − e2e2x < 1 ⇐⇒ (e2x − e2/2)2 < 1 + e4/4

⇐⇒ |e2x − e2/2| <
√

1 + e4/4 ⇐⇒ −
√

1 + e4/4 < e2x − e2/2 <
√

1 + e4/4

⇐⇒ e2/2−
√

1 + e4/4 < e2x < e2/2 +
√

1 + e4/4 . (∗)
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Wegen
√

1 + e4/4 >
√

e4/4 = e2/2 ist e2/2 −
√

1 + e4/4 < 0. Da ey > 0 für alle y ∈ R gilt,
liefert die linke Ungleichung in (∗) keine Bedingung an x. Somit ist (∗) äquivalent zu

e2x < e2/2+
√

1 + e4/4 ⇐⇒ 2x < ln
(
e2/2+

√
1 + e4/4

)
⇐⇒ x < 1

2 ln
(
e2/2+

√
1 + e4/4

)
.

Also ist {
x ∈ R : 4 cosh(x) sinh(x) < e2

}
=

(
−∞, 1

2 ln
(
e2/2 +

√
1 + e4/4

))
.

Aufgabe 2

a) Wir zeigen an = 3n − 1
3n für alle n ∈ N0 mittels (starker) Induktion.

Induktionsanfang: Es gilt a0 = 0 = 30 − 1
30 und a1 = 8

3 = 31 − 1
31 . Also ist die Gleichung

an = 3n − 1
3n für n = 0 und n = 1 erfüllt.

Induktionsschluss: Sei n ∈ N. Es gelte sowohl an−1 = 3n−1− 1
3n−1 als auch an = 3n− 1

3n (IV).
Dann folgt mit der Rekursionsformel

an+1 = 10
3 an − an−1

(IV)
= 10

3 (3n − 1
3n )− (3n−1 − 1

3n−1 )

= 3n(10
3 −

1
3)− 1

3n (10
3 − 3) = 3n · 3− 1

3n · 1
3 = 3n+1 − 1

3n+1 .

b) i) Es gilt
an+1

an

a)
=

3n+1 − 1
3n+1

3n − 1
3n

=
3− 1

32n+1

1− 1
32n

n→∞−−−→ 3− 0
1− 0

= 3 .

ii) Für jedes n ∈ N gilt
n
√

an = n

√
3n − 1

3n 6 n
√

3n = 3

und
n
√

an = n

√
3n − 1

3n = n

√
3n(1− 1

32n ) = 3 n

√
1− 1

9n > 3 n

√
1− 1

9 = 3 n

√
8
9 ,

also
3 n

√
8
9 6 n

√
an 6 3 .

Wegen 3 n
√

8/9 n→∞−−−→ 3 · 1 = 3 folgt hieraus mit dem Sandwichkriterium n
√

an
n→∞−−−→ 3.

c) Aus n
√

an → 3 und n
√

n → 1 ergibt sich n
√

an
n =

n
√

an
n√n

→ 3
1 = 3 für n → ∞. Der Konvergenz-

radius der Potenzreihe
∑∞

n=1
an
n (z − 5i + π)n beträgt daher 1

3 .

Aufgabe 3

a) Unter Verwendung von a− b = a3−b3

a2+ab+b2
für a 6= b erhält man für jedes x > 1

x4/3
( 3
√

x2 + 1− 3
√

x2 − 1
)

= x4/3 (x2 + 1)− (x2 − 1)
(x2 + 1)2/3 + [(x2 + 1)(x2 − 1)]1/3 + (x2 − 1)2/3

=
1
1

x4/3

· 2
(x2 + 1)2/3 + (x4 − 1)1/3 + (x2 − 1)2/3

=
2

(1 + 1
x2 )2/3 + (1− 1

x4 )1/3 + (1− 1
x2 )2/3

x→∞−−−→ 2
(1 + 0)2/3 + (1− 0)1/3 + (1− 0)2/3

=
2
3

.
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b) Definiere f : (0,∞) → R, x 7→ (1 + lnx)x.

1. Schritt: Es gibt mindestens ein x0 ∈ (0,∞) mit f(x0) = 1.
Denn: Es ist f(1) = 1 und 1 ∈ (0,∞). Alternativ: Es gilt f(e−2) = (1−2)e−2 = −e−2 < 0 < 1
und f(e) = (1 + 1)e > e > 1. Da f als Komposition stetiger Funktionen stetig ist, gibt es
nach dem Zwischenwertsatz (mindestens) ein x0 ∈ [e−2, e] ⊂ (0,∞) mit f(x0) = 1.

2. Schritt: Es gibt höchstens ein x0 ∈ (0,∞) mit f(x0) = 1.
Denn: Für jedes x ∈ (0, e−1] gilt 1 + lnx 6 0, also auch f(x) 6 0. Demnach existiert kein
x0 ∈ (0, e−1] mit f(x0) = 1. Auf (e−1,∞) ist f streng monoton wachsend, weil f das Produkt
der streng monoton wachsenden Funktionen x 7→ 1+lnx und x 7→ x ist, die beide auf (e−1,∞)
positiv sind. Insbesondere ist f auf (e−1,∞) injektiv, so dass es höchstens ein x0 ∈ (e−1,∞)
mit f(x0) = 1 geben kann.

Aufgabe 4

a) Für jedes N ∈ N gilt

sN :=
N∑

k=1

(k + 1− k
e )e−k

k(k + 1)
=

N∑
k=1

(
e−k

k
− e−(k+1)

k + 1

)
=

e−1

1
− e−(N+1)

N + 1
,

weil es sich um eine Teleskopsumme handelt. Wegen e−(N+1)

N+1
N→∞−−−−→ 0 ist (sN )N∈N konvergent

mit Grenzwert e−1, d.h. die zu untersuchende Reihe konvergiert und hat den Reihenwert e−1.

b) Wir schreiben
∞∑

k=1

(4x)k

(1 + 2|x|)k−1
= 4x

∞∑
k=1

(
4x

1 + 2|x|

)k−1

= 4x

∞∑
n=0

(
4x

1 + 2|x|

)n

.

Bei der gegebenen Reihe handelt es sich also um eine geometrische Reihe, welche genau für
alle x ∈ R mit

∣∣ 4x
1+2|x|

∣∣ < 1 konvergiert. Es gilt∣∣∣∣ 4x

1 + 2|x|

∣∣∣∣ < 1 ⇐⇒ 4|x| < 1 + 2|x| ⇐⇒ 2|x| < 1 ⇐⇒ |x| < 1/2 .

D.h. die Reihe konvergiert genau für alle x ∈ (−1/2, 1/2). Für diese x erhält man als Reihen-
wert

∞∑
k=1

(4x)k

(1 + 2|x|)k−1
= 4x

∞∑
n=0

(
4x

1 + 2|x|

)n

= 4x
1

1− 4x
1+2|x|

=
4x + 8x|x|

1 + 2|x| − 4x
.

c) Die Funktion f ist stetig in 0, denn für x 6= 0 gilt

|f(x)| = | sinx| | cos(1/x)| 6 | sinx| x→0−−−→ 0 ,

woraus f(x) x→0−−−→ 0 = f(0) folgt.

Wir begründen, dass f nicht differenzierbar in 0 ist, und betrachten dazu die beiden Folgen
(xk)k∈N := ((2kπ)−1)k∈N und (yk)k∈N := ((2kπ + π)−1)k∈N. Dann sind xk 6= 0, yk 6= 0 für alle
k ∈ N und es gilt limk→∞ xk = 0 sowie limk→∞ yk = 0. Mit limx→0

sin x
x = 1 erhalten wir

lim
k→∞

f(xk)− f(0)
xk − 0

= lim
k→∞

sinxk

xk
cos(1/xk) = lim

k→∞

sin xk

xk
· 1 = 1

und
lim

k→∞

f(yk)− f(0)
yk − 0

= lim
k→∞

sin yk

yk
cos(1/yk) = lim

k→∞

sin yk

yk
· (−1) = −1 .

Deshalb existiert der Grenzwert limx→0
f(x)−f(0)

x−0 nicht, d.h. f ist nicht differenzierbar in 0.
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