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Aufgabe 1
a) i) (2 Punkte) Es gilt
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gilt nach der Regel von de I’'Hospital
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iii) (1 Punkt) Wegen lim,_,sin(cosx) = sin(cos0) # 0 ist
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Der Konvergenzradius ist %

b) (4 Punkte)

Wir untersuchen nun die Konvergenz der Reihe in den Punkten x = % und z = —%.
Fir z = —% gilt
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Das ist die harmonische Reihe, die divergent ist.

Fir z = % bekommen wir eine alternierende Reihe Zfzz(—l)”_lﬁ, die nach dem Leib-
nizkriterium konvergent ist.

Fazit: Die Menge aller Punkte x € R, in denen die Reihe konvergiert, ist (—%, %}



Aufgabe 2

a) i) (3 Punkte) Die durch f(z):= e3® + arctan(z) definierte Funktion f: R — R ist auf R
differenzierbar und fiir jedes x € R gilt
/ _ 3x
[(x) =3’ + 2 >0.
Also ist f streng monoton wachsend und damit injektiv. Wegen f(x) > —7 fiir alle
r e R, limg o f(x) = —F, limy 00 f(2) = oo sowie der Stetigkeit von f folgt aus
dem Zwischenwertsatz: f(R) = (=7, 00). Damit besitzt die bijektive Funktion f: R —
(=%, 00) die Umkehrfunktion f~1: (=%,00) — R.
ii) (2 Punkte) Wegen f(0) = 1ist f~1(1) = 0. Da f(0) = 4 # 0 ist f~! nach dem Satz
iiber die Umkehrfunktion in f(0) = 1 differenzierbar und es gilt
1 1 1
fil / 1 g = = — .
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b) (5 Punkte) Um zu zeigen, dass
‘ln(cos x) — In(cos y)‘ <V3|z—y]
fiir alle w, y € [—m/3,7/3] gilt, betrachten wir die Funktion f: [-7/3,7/3] — R, t — In(cos?).
Diese ist auf [—m/3,7/3] stetig differenzierbar mit f'(t) = =2 = —tant. Da tan auf
[—7/3, /3] streng monoton wachsend ist und tan(—7/3) = —/3 sowie tan(r/3) = /3 gelten,
ergibt sich
()] < V3 fiirallet € [—-7/3,7/3].
Sind z,y € [-m/3,7/3], so finden wir nach dem Mittelwertsatz ein £ zwischen z und y mit
f@) = fly) = 1) (z—vy).
Es folgt
[f(@) = F@)| = [f© e =yl < VBlz —yl.
Aufgabe 3
a) i) (2 Punkte) Mit Hilfe von partieller Integration erhélt man
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(2 Punkte) Es gilt nach der Substitution y = cosz

/07r sin®(z) do = /07r sin?(x) sinz do = /Oﬂ(l_COS2(£L'))Sin:L‘dx _ /1_1(—1)(1—y2) dy = [

b) (2 Punkte) Seien m,n € N beliebig. Die Substitution y = 1 — z, dy = (—1) dx fiithrt auf

1 1-1 1
/Ow(l—x) dw:/l (1-9y)"y (—1)dy=/oy (1-y)"dy.
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c) (4 Punkte)

Da 0 < sin® () < ;%2 fiir alle x > 1 gilt und das uneigentliche Integral
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konvergent ist, konvergiert floo Sme(x) dx nach dem Majorantenkriterium und es gilt
 sin?(x) > 1
0< dx < —dr=1.
<f Tates) a

Aufgabe 4

a) (4 Punkte)

b) Die Funktion f ist auf dem Intervall [-3,3] differenzierbar und es gilt
fllx)=e®(@® + 2 —11) +e*(2x + 1) = ® (2> + 32 — 10) = ®(z + 5)(z — 2).

Die Ableitung der Funktion f hat innerhalb des Intervalls (—3,3) nur eine Nullstelle x = 2.
Der Punkt x = —5 liegt nicht auf dem Intervall [—3, 3].
Wir berechnen die Werte von f an den Stellen £ = —3, x = 2, x = 3 und bekommen, dass

fmax = f(3) = 63 und fmin - f(2) = —562 .

c¢) (2 Punkte) Um den Real- und Imaginirteil von z := (@ + %i)g zu ermitteln, bestimmen

wir zunéchst die Polarkoordinaten von g := ? + %z Die Linge dieser Zahl betriagt

ol = VAT 1.

Fiir das Argument ¢ € (—m, 7] von y muss gelten

§+%i:ei@:coscp+isincp, also cosgp:@ und singo:%.
Dies ist genau fiir ¢ = %7‘(’ erfiillt. Also gilt y = €/6 und es folgt
PR L —

Damit lauten Re(z) = 0, Im(z) = —1.
d) (4 Punkte) Um
In(n+1)=> In(l+1/k) firalleneN
k=1

zu zeigen, verwenden wir vollstdndige Induktion.
IA: n=1. Esist In(1+1) = >3, In(1 + 1/k).
IS: Sei n € N beliebig. Es gelte In(n+1) = >";_; In(1 + 1/k) (IV). Dann folgt
n+1 n
S (14 1/k) = S (1 + 1/k) +In(1+ 1/ + 1)) 2 In(n + 1) + In(1+1/(n + 1))
k=1 k=1
=In((n+1)-(14+1/(n+1))) =In((n+1)+1).



