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Losungsvorschlige

Aufgabe 1

a) Induktionsanfang (IA): Fiir n = 1 stimmt die Behauptung, denn beide Seiten der Gleichung
ergeben dann 3: 1-3 = %.

Induktionsschluss (IS): Es sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte Y, k(2k+1) = w

(Induktionsvoraussetzung, kurz: IV). Dann folgt
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n(n+1)(4n +5)
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(n+1)(4n® +5n + 12n 4+ 18)
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b) Wegen 14i=v2-eiT2™) = 0,41,42 . und 1 —i = v2- 1™ = 0,£1, 42, ..
gilt 25 = (3 +27k) | — 0, 41,42, ... . Die Losungen der Gleichung sind
1) 2 = ci({5+2mk) 2) 2 = ot (55 +27k) 3) z3=c (9% +2rk)
4) z; = ei(lf’—(;’—i-%rk) 5) 25 = ez(17"+27rk)

mit k=0, £1, £2, ... .

c) Esgilt
lim 3n3 +1 ~ im 3+ .2 3
i =——.
noo 2n2 —5n3 +3n+ 10 nﬁoog 5+ + 5

Aufgabe 2

a) Offensichtlich gilt fiir n > 4
1
W+ (-1 > Qn% .

Daraus folgt, dass fiir n > 4

1 3
2n"2
v E
gilt. Nach dem Majorantenkriterium konvergiert die Reihe absolut.
b) Es gilt
1 ] 2(n+2) 4
— = limsup =2 lim ¢ =2
n—00 n—1 n—oo | n—1



Der Konvergenzradius ist %

Wir untersuchen nun die Konvergenz der Reihe in den Punkten x = 5 und x = —%.
.. o 1 .

Fir x = —35 gilt

;(1) e _;2(1)2 1@-1)‘%@-1)_4;1@'

Das ist die harmonische Reihe, die divergent ist.

Fiir © = § bekommen wir eine alternierende Reihe > >0,

(—1)"‘1ﬁ7 die nach dem Leib-

nizkriterium konvergent ist.
Fazit: Die Menge aller Punkte x € R, in denen die Reihe konvergiert, ist (—%, %}

Aufgabe 3
a) i) Es gilt nach der Regel von de I'Hospital
Insin ax . sinbx-cosaxr-a b-x-a
im ———— = lim — = =1.
z—0 Insinbxr  z—0sinax-cosbx-b a-x-b
ii) Es gilt
2
lim (tanar)% —1 l’Hog)ital lim % : (tanx)*§ : ﬁ _ % -2 _ 1 .
=T 2sin’x — 1 z—Z 4sinx cosx 4@@ 3

b) Die Funktion f ist auf dem Intervall [-2,2] differenzierbar und es gilt
fl(x) =e®(@® + 2 —5)+e*(2x 4+ 1) = e"(2® + 3z — 4) = *(z + 4)(z — 1).

Die Ableitung der Funktion f hat auf [—2,2] nur eine Nullstelle im Punkt z = 1. Der Punkt
x = —4 liegt nicht auf dem Intervall [—2,2].
Wir berechnen die Werte von f an den Stellen £ = —2, x = 1, = 2 und bekommen, dass

Jmax = f(2) = €* und frin = f(1) = 3¢ .
c) Die Funktion f:(1,2) = R, z — In(z — 1) + cos?(z) ist stetig und es gilt

. _ . .
zgrlriof(x) = —00, zgglof(x) cos“(2) > 0.

Die stetige Funktion f nimmt in (1,2) positive und negative Werte. Nach dem Zwischenwert-
satz existiert £ € (1,2) mit f(§) = 0.

Aufgabe 4
a) i) Esgilt
™ T ™ T ™
/ e’ cos(2z) dx = [e‘” cost}O +/ e’ -2sin(2z)der =" — 1+ 2[e’csin2x}0 - 4/ e’ cos(2x) dx
0 _ o 0
=e"—1 —4/ e’ cos(2x) dx .
0
Daraus folgt, dass

e —1

5

/ e’ cos(2z) dx =
0

gilt.
ii) Mit Hilfe der Substitution y = 22, dy = 2z dz ergibt sich

VB3 1[5y 1 (% y—1 IR
L dr=- dy = > dy + = dy

vz Va2 —1 2 /s Vy—1 2 /o vy—1 2/ vy—1

172 515 1 5 172 10

=350+ 3[2vi=T] =556 -n+2e-n]= 7.



b) Mittels Zeilenumformungen bringt man A € R3*4 auf Zeilennormalform (die Zeilen werden

dabei jeweils mit Z;, Z5 und Z3 bezeichnet):
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Man kann nun den (—1)-Ergénzungstrick verwenden, um eine Basis von Kern A abzulesen:
7 11
4 4
2 3
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V.

Aus der Dimensionsformel dim Bild A + dim Kern A = 4 folgt,dass dim Bild A = 2 gilt. Da
die zwei Vektoren

0 1
A€1 = 4 y Aeg = -3
-8 )

linear unabhingig sind und beide in Bild A liegen, ist {Aej, Aes} eine Basis von Bild A.



