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Loésungsvorschlige

Aufgabe 1 (3 + 2 4+ 5 Punkte)

a) Berechnen Sie alle z € C, die der Gleichung

. 1+3i
2° = — ,
241
genigen. o
Losungsvorschlag Es gilt —4t3t = —% = —5% = —1 —i. Deshalb ist die
Gleichung dquivalent zu der Gleichung
2P =—1—1.
Aber —1 —i =€, wobei r = | — 1 —i| = 12+ 12 = v/2 und ¢ = arctan(=}) — 7 =
arctan(l) —m = _73”, wobei wir 7 subtrahiert haben, weil der Realteil und Imaginérteil

von —1 — 7 beide negativ sind. Deshalb, ist die Gleichung der Aufgabe dquivalent zu
der Gleichung .
25 =V2e T

Also sind die Losungen der Gleichung

Z-—37'r+8k7r
20

2= (V2)se 5 = 2ie k=0,1,2,3,4.

Inz)s —1
b) Bestimmen Sie den Grenzwert lim &
z—e sin(z? — €2?)

Losungsvorschlag Es gilt

lim sin(z? — €*) = sin(0) =0

xr—e
und , ,
lim(lnz)s — 1= (Ine)s —1=0.
r—e
Da auch

2 gy
g L0 2)5 = D7
z—e (sin(z? — €2))!  a—e cos(x? —

und cos(z? — €?)2x # 0 auf einem Intervall das e enthilt gilt, wegen der Regel von de

2
(Inz)3—-1 _ 1

I’'Hospital bekommen wir lim,_,, ) = 37



c) Untersuchen Sie die folgende Reihe auf Konvergenz und absolute Konvergenz

S (-oe()

Hinweis: Um die absolute Konvergenz zu untersuchen, zeigen Sie, dass

.1 —cosz 1
lim —— = —.
x—0 [L‘Q 2

Loésungsvorschlag Sei a,, = 1 — cos (\/Lﬁ) Es gilt lim,,_,o a, = lim,_, (1 — CoS (\%)) =
1 — cos(0) = 0, also ist die Folge a,, eine Nullfolge. Wir werden auch zeigen, dass sie eine
monoton fallende Folge ist und zwar a,, > a,,, fiir alle n € N. In der Tat, sei n € N.

Dann \/iﬁ > \/17 Da aber —= \/an € [0,1] und die cosinus Funktion streng monoton

fallend ist in [0, 1], bekommen wir cos( f) < cos( ﬁ) Also — COS(\/LE) > — Cos(ﬁ) =
1—cos(9=) > 1—cos( m) = a, > a,41. Deshalb ist a, eine (eigentlich streng) monoton
fallende Nullfolge und deshalb konvergiert die alternierende Reihe

f:(—man - f:(—nn (1 — cos <%>) ,

n=1 n=1

nach dem Leibnitz Kriterium.
Bemerkung: die monotonie kann man auch mit Hilfe der Abbleitung der Funktion g(z) =
1-— Cos(f) x > 0 zeigen.
Es gilt lim,_,o(1 — cos(x)) = lim,_,o 2* = 0. Andererseits
(I —cosx) . sin(x)

1
Iim ———% =1lim —~ = —
z—0 (,rz)’ z—0 2x 2

)

da lim,_,o Sinz(w) = 1. Deshalb da 2z # 0 fiir z # 0, gilt wegen der Regel von de I"'Hospital,

1— cosm _ 1
llrnx—>0 — 92

Bemerkung alternativ, kann man diesen Limes mit Hilfe der Cosinus Reihe berechnen
) 1
fiir alle n 2 Deshalb bekommen wir, 1 — cos(\/—ﬁ) > in > 0, fir alle n > ngy. Da

Da llmx_>0 1— cos:c

=z und N 0, bekommen wir, dass es ein ny € N gibt rmt

4

aber die Reihe Zn L& = 1> L divergent ist (harmonische Reihe), bekommen wir, aus

dem Minorantenkriterium, dass > -, (1 cos( = )) divergent ist. Aber <1 —cos(\%)) =

|(—1)" (1 — cos(f)> | fiir alle n € N, da | cos(z)| < 1 fiir alle x € R. Deshalb ist die Reihe

der Aufgabe nicht absolut konvergent.
Aufgabe 2 (5 + 5 Punkte)

a) Sei f:(—3,00) = R,z In(l+ 2x).

i) Bestimmen Sie die Zahl T7(f,0)(0.1) (erstes Taylorpolynom von f um 0 an der
Stelle 0.1).

ii) Zeigen Sie, dass
In(1.2) — T3 (£, 0)(0.1)] < 0.02.



Losungsvorschlag (i) Es gilt f(0) =In(1) = 0 und f'(z) = 5;. Also f'(0) = 2. Da
T(f,0)(z) = f(0) + f'(0)x bekommen wir T'(f,0)(z) = 2z. Daraus folgt

T(f,0)(0.1) =2 x 0.1 = 0.2.

(ii) Da In(1.2) = f(0.1) bekommen wir aus dem Satz von Taylor, dass
In(1.2) — T1(f,0)(0.1) = Ry (f,0)(0.1),
wobei Ry(f,0)(z) = L8422 mit ¢ € (0,0.1). Daraus folgt, dass

"(©)

|In(1.2) — T1(f,0)(0.1)| = |TO'12|’ wobei £ € (0,0.1).

Da aber (&) =

—m, bekommen wir

4 02
| In(1.2) — Ty(f,0)(0.1) 002 o2,

=|———001| = ———
= 2(1 + 2¢)? | (1+2¢)
wobei der letzte Schritt gilt, weil £ € (0,0.1).

b) Gegeben sei die reelle Potenzreihe
(24 (=) 1\"
> (L) e
3 n
n=0
i) Berechnen Sie den Konvergenzradius R der Potenzreihe.

ii) Ermitteln Sie die Menge aller Punkte € R , in denen die Reihe konvergiert.

Losungsvorschlag (Die Reihe sollte eigentlich, ab n = 1 anfangen, weil der Term n =

0 nicht definiert ist). (i) Es gilt R = ———— wobei ¢, = \/(M + l>n. Aber

limsup,, _,oc Cn’ n

n

¢, = v<2+(;1)" _,_l) _ 2+(g1)" + % Deshalb ¢y, = 2+(;1)2" + % =1+ % — 1, und

_ 2+(=1)Pntt 1 _ 1 1 1 . . . .
Contl = 3 + 507 = 5 T 3057 — 5- Aus diesem Grund ist der grofite Hiufungswert

der Folge 1. Daraus folgt, limsup ¢, = 1 und deshalb R = % = 1.
(ii) Da R = 1 konvergiert die Reihe, wenn |z — 2| < 1 und divergiert sie wenn |z — 2| > 1.
Wir betrachten jetzt die Randpunkte. Wir fangen an mit dem Fall x — 2 = —1. Der n-te

Term der Potenzreihe ist dann d,, = <w + %)n (—=1)". Da fiir die Teilfolge dy, gilt

do, = (1 + %)% > 1 fiir alle n € N, bekommen wir, dass d,, keine Nullfolge ist, und deshalb
ist die Potenzreihe divergent wenn = — 2 = —1. Ahnlich folgt, dass die Potenzreihe divergent
ist, wenn x — 2 = 1. Aus diesem Grund konvergiert die Potenzreihe, genau dann wenn
lz—2| <1 <= z€(1,3).

Aufgabe 3 (3 + 4 + 3 Punkte)

a) Berechnen Sie Minimum und Maximum der Funktion

In(z°) .

T

fileh el — R,z

Losungsvorschlag Es gilt f(z) = (@) _ 5@. Deshalb f'(x) = 5{n@)e-In(@)(@)’ _

x x2

51—;1;(90). Daraus folgt, f/(z) =0 <= 1—In(z) =0 <= z=¢,und dae € [e7!,¢?|



b)

ist e ein Kandidat fiir das Minimum oder Maximum. Die anderen Kandidaten sind die
Endpunkte und zwar e~! und e?. Wir berechnen jetzt den Wert der Funktion an diesen
drei Punkten.

fle) = E)ln(8 =2 fle!) = 5ln(e —5e. f(e?) = 5ln£—§2) 3. Der kleinste von den
drei Werten ist —5e und der groﬁte 2 (Inder Tat, dae=e' =3 L > +4 =2
gilt e > 2 und deshalb g > i—g) Deshalb ist das Minimum der Funktion —5e und das
Maximum %

—

Berechnen Sie die folgenden Integrale
i) fol 25y/1 — 28 dz.

ii) [ zarctan(x)dz.

Lésungsvorschlag (i) Sei u(z) = 1 — 2% Dann v/(z) = —6x5 Also du = —62°dx oder

2Pdx = —%. Deshalb fo V1 —abdx = fuu(gl)) =g = 1 \/_du = 6f0 uzdu =
1ufu=t 12 1
63 lu=0 =63 — 9

_
\_/M\Q,

ii) Mit partieller Integration bekommen wir

x? x? x?
/xarctan(x) dz = /(5)/arctan(w) dz = ) arctan(z) — / ?(arctan(a:))’dx —

2 1 2
/xarctan(x) dr = % arctan(z) — —/ T da. (1)

. 2 1
Andererseits ez = 1

1 x? 1 1 1 x  arctan(x)
—— de=—= [ ldz+ = de =—- 4 —= 2
2/1—|—x2x 2/ x+2/1—|—x2x T te ()

wobei ¢ € R. Aus (1) und (2) bekommen wir

? t
zarctan(x)dz = T arctan(z) — T, are an(z) Yo,
2 2 2
wobel ¢ € R.
Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral fo dx konvergent ist.

Losungsvorschlag Wir haben

/midx—/lﬁdx+/mﬁdx
0 \/E 0 \/E 1 \/E

und wir miissen zeigen, dass beide Integrale der rechten Seite konvergent sind.

. -z 1 . .

Auf [0,1] gilt 0 < £~ < \/ig = f% Da aber [ xi%dm konvergent ist (weil 3 < 1)
bekommen wir aus dem Majorantenkriterium, dass fol %dm konvergent ist.

Auf [1, 00] gilt 0 < % < e7*. Andererseits

oo S
e dr = lim [ e "dr = lim —e **=5 = lim (e ' —e ™) = e L.
1 S5—00 1 §—00 S—00

Deshalb ist floo e *dx konvergent. Deshalb folgt aus dem Majorantenkriterium dass

floo % auch konvergent ist. Es folgt, dass das uneigentliche Integral fo dx kon-

vergent ist.



Aufgabe 4 (4 + 6 Punkte)

a) Beweisen Sie, dass fiir alle n € N

n(n+1)(n+2)(n +3)

Xn:k(k+1)(k+2): y

k=1

gilt.

Losungsvorschlag Fiir n = 1 gilt Sr_ k(k+ 1)(k+2) = S, k(k+ 1)(k +2) =

123=1 243 1 _ ”(”H)(”:Q)("Jrg). Also stimmt die Aussage fiir n = 1.

Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt. Zu zeigen ist, dass die Aussage
fiir n 4+ 1 gilt und zwar

Zk(k+1)(k+2): (n+1)(n+214(n+3)(n+4).

In der Tat S0 k(k+ 1) (k+2) = S0 k(k+ 1) (k +2) + (n+ 1)(n + 2)(n + 3)

Induktimgannahme n(” + 1)(” + 2)(n + 3)

+(n+1)(n+2)(n+3)

4
gleicher Nenner 'fL(TL + 1)(” + 2) (n + 3) 4(n + 1)(” + 2) (n + 3)
B 4 * 4
_ nn+1)(n+2)(n+3)+4(n+1)(n+2)(n+3) _ (n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
4 4 ’

was zu zeigen war. Deshalb gilt die Aussage, fiir alle n € N.

1 2 1 3
b) Wir betrachten die Matrix A € R34 mit A = [ 2 4 4 10]. Bestimmen Sie
3 6 7 17

KernA und BildA, sowie die Menge aller Losungen der Gleichung AZ =

W N =

Losungsvorschlag Mittels Zeilenumformungen, bringen wir die Matrix A auf Zeilennor-
malform (die Zeilen werden mit 7y, Z,, Z3 bezeichnet).

1 2 1 3 1 2 1 3 2 1 3
9 4 4 102222 (g 0 2 4| Z2B22 (g 0 2 4
3 6 7 17) #2773 \o 0 4 8 0 00 0
iy (1213 1 2 0 1
el 0 1 2| 222l 0 1 2
000 0 000 0
Mit Hilfe des —1 Ergénzungstricks bekommen wir
1 2 0 1
120N sy [0 oo
00 0 o 00 1 2 0o 0 1 2
0 0 0 -1



Also ist

KernA = lin 1,

Da dim KernA + dim BildA = 4 ( 4 ist die Anzahl der Spalten der Matrix A) bekommen wir,
dass dim BildA = 2. Aber das Bild von A ist der lineare Aufspann der Spalten von A, und
da die erste und dritte Spalte von A linear unabhiingig sind !, bekommen wir

1 1
BildA = lin 21,1 4
3 7
1
Um die Losungsmenge der inhomogenen Gleichung A7 = | 2 | zu bestimmen, beobachten
3

wir, dass die rechte Seite der Gleichung einfach die erste Spalte von A ist. Deshalb ist

o O O

eine Losung der inhomogenen Gleichung. Es folgt, dass die Menge aller Losungen der inho-
mogenen Gleichung ist

1 1 2 1
0 0 -1 0
0 + KernA = 0 + s 0 +1 9 ,s,t e R
0 0 0 -1

Lin der Tat sei a(1,2,3) +b(1,4,7) = 0. Dann (a+b,2a+4b,3a+7b) = (0,0,0). Aber a+b = 0,2a+4b =
0 = a=b=0. Also sind die Vektoren linear unabhéngig



