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Aufgabe 1:

(a) (i) Zunéchst zeigen wir mittels vollstdndiger Induktion, dass die Folge (a,,)n,en monoton
wachsend ist:
TA: Wegen

a2:\/6+an:\/6+\/6>\/6:a1

stimmt die behauptete Aussage.
IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Behauptung, sei also a,41 > a,. (IV)
Dann folgt

1v)

An42 = \/6+an+1 > = V6+an:an+1'

Als Nichstes zeigen wir, dass die Folge (ap)nen nach oben beschrénkt durch 6 ist.
Wir verwenden wieder vollstdndige Induktion:

IA: Fiir n = 1 stimmt die behauptete Aussage, denn a; = v/6 < 6.

IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Behauptung, also a,, < 6. (IV)

Es gilt

(Iv)
ni1 =vV6+a, < V6+6=v2-6<V6-6=6.

(ii) In (i) wurde gezeigt, dass die Folge (an)nen monoton wachsend und nach oben

beschrinkt ist. Nach Satz in 6.4. der Vorlesung ist (a, )nen konvergent, d.h. lim a, =
n—oo

a fiir ein a € R. Ferner gilt

a= lim a, = lim ap+; = lim v6+a, =,/6+ lim a, = v6 + a.
n—00 n—o0 n—o0

n—oo
Auflosen nach a liefert
a?>=6+a <= ac{-23}.

Da offensichtlich a,, > 0 fiir alle n € N, ist a = 3 der gesuchte Grenzwert.
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ist die Funktion f streng monoton wachsend in (—oo, —2] U (2,00). Dann ist

f(D) = f((=00, 2] U (2,00)) = f(((—00,~2]) U f((2,00))
f stetig und streng:monoton wachsend (ngzloof(l'),f(—Q)] U <f(2)’ lim f(.’B))

T—r00

=(—-2,0]U(0,2) = (—2,2).

Fir y € (0,2) gilt

2vVx? — 4
fla)=y =Y
= o2 —4="2Y
2
2,2
= 2-4="L
4
— 2’d-yH =16
4
2 .-
4 —y?
und fiir y € (—2,0] gilt
2va? — 4
flz)=y <= - Y
= 22 —4="Y
2
2,2
— 224=1Y
4
— 2’4-yH =16
z<2 —4
= o= .
4 — 2
Insgesamt ist
4 .
fiir 0 < 2
U E G
e i fir —2<y <0,
-y

Die Umkehrfunktion f~! ist als Komposition stetiger Funktionen stetig auf (—2,2) \ {0}.
Wegen

m f i (y)=2#—2= lim f}(y)

y—0+ y—0—

ist f~! unstetig in 0.



Aufgabe 2
(a) Sei z =x + iy € C mit z,y € R beliebig. Fiir z # 2 gilt

-3
: ‘21 = |z-3|>]z-2
z—2
= |z-3P>|z-27
= (z-3)+y*> (z—2)%+ 4
5
— <,
_2
d.h.
-3 5
: >1 fiir alle z # 2 mit Rez < —.
z—2 2

(b) (i) Seiay,:= ”Zi%” Vn € N. Da a,, # 0Vn € N, konnen wir versuchen, den Konvergenz-
radius R der gegebenen Potenzreihe mit Hilfe des Satzes 7.15 (Folgerung aus dem
Quotientenkriterium) zu bestimmen. Es gilt

a1 +2(n+1) n+l
lim = lim .
n—oo | an n—oo (n+1)+1 n? +2n
o on i+ T3 142+ L+
= lim = lim =1.
n—oo M3 4+ 4n2 + 4n N—00 1+ﬁ+ﬁ

Folglich ist R = 17! = 1, d.h. die Reihe P(x) konvergiert fiir alle x € R mit |z| < 1.

Fiir |z| =1 ist die Reihe P(x) divergent, da

n? + 2n
n+1

n?+2n
n—+1

|z["

1
n+1

1
>n+1——-»0 fir n— oo.
n+1

Insgesamt konvergiert die Reihe P(x) fiir alle z € R mit |z| < 1.

(ii) Fiir alle z € R mit |z < 1 gilt

x'in2+2nxn:§:n2+2nxn+l m=n-+1 i (m—1)2+2(m—1)xm
n+1 n+1 (m—1)+1

n=0 n=0 m=1

m—l Zm iixm
=

Nach dem Hinweis bestimmen wir die Potenzreihenentwicklung fiir % (ﬁ) Es ist

8

m=1

1 o0
= Zm” fir alle z € R mit |z| < 1.
-z

Folglich ist fiir alle x € R mit |z| < 1

d(l—x) an = =22 Zm

Damit ist

o o0 1

_ -1 _
g nx"—x-g nx" —az-m.
n=1 n=1



Ferner ist nach Vorlesung (sieche Abschnitt 11.16)

N |
n(l— E -
x) nx
n=1
Deshalb gilt
oo 2 o0
n°+2n
n=0 n+tl n=1

1—:1:)

+In(1 — x).



Aufgabe 3:
(a) Die Funktionen f1, fo : R — R definiert durch
fi(x) = bx — tan(bx) und fo(z) = 2*

sind differenzierbar und es gilt lir% fi(x) = lin%) fo(z) = 0. Ferner ist f{(z) =5— m =
T— T—

—5tan?(5z) und fi(x) = 322 fiir alle x € R. Fiir alle x # 0 gilt fi(z) # 0. Folglich gilt
nach der Regel von 1'Hospital (vgl. Abschnitt 11.9):

lim 5z —tan(bx) ~ lim fi(z) ~ lim f1(z) ~ lim —5tan?(57)
z—0 3 z—0 fg (:C) z—0 fé(l‘ z—0 3z2
125 sin(5z) 2 1 125
= —— lim dim ———— = ——.
3 a0 Sx a—0 cos?(5x) 3
=1 =1
(b) (i) Fur alle x > 0 gilt
e’ 1
R Z —
r T x
1 1

Da das uneigentliche Integral [ % dz divergiert, ist [ % dx nach dem Minoranten-
0 0
kriterium divergent.

in (71
(ii) Fir z € [1,¢] ist die Funktion M als Komposition stetiger Funktionen stetig
und somit integrierbar. Mit der Substitution ¢ = In(z), dt = Ldu gilt

e

1
sin (7T In(x 1 1 2
sin(wt)dt = —— COS(ﬂ't)‘ = —.
T =
0

1

(iii) Fur beliebiges r > 0 erhalten wir mittels partieller Integration

s s

/(1 +2z)e *dr = —(1+4 2x)e” *|,_o + / 2e *dx

0 0
=—(1+4+2r)e"+1—-2e""
=-2re " -3¢ " + 3.

Fur » — oo strebt dies gegen 3. Das uneigentliche Integral konvergiert also und es
gilt

oo
/1+2:c Tdr = 3.
0



Aufgabe 4:

(a)

Da

qb(el) =2-0=0e1 + Oes + Oeg,
d(e2) =2-1=2=2e; + 0ey + Oes,
o(es) =22z = 4z = Oey + 4eg + Oes,

ist die Darstellungsmatrix F' von ¢ bzgl. der Standardbasis e1, es, e3 im Argument- und
Zielraum durch

|

Il
oo o
o oW
o O

gegeben.

Um den Kern F' zu bestimmen, bringen wir die Matrix F' auf ihre Zeilennormalform:
0 20 3 0 0 4 000 000
00 4 ~ |10 20 j ~ 102 0] ~ JO10
000 000 00 4/ |1 00 1

Mit Hilfe des (—1)-Ergédnzungstricks lesen wir ab

-1 1
KernF:{x€R3:F1‘:O}:lin{ 0 }zlin{ 0 }
0 0

Ferner erkennen wir an der Zeilennormalform von F', dass zweite und dritte Spalte von F
linear unabhéngig sind, und folglich

0\ /2\ /0 2\ /0 1
BildF:lin{ ol,lo].[4 }zhn{ o, (4 }zhn{ ol, 1 }
o/ \o/ \o 0/ \o 0

Per Definition ist
Rang F = dim Bild F = 2.
Um by (z), ba(z), b3(x) auf lineare Unabhéngigkeit zu priifen, schreiben wir by (z), ba(x), bs(x)

als Zeilen in eine Matrix und bringen diese durch Zeilenumformungen auf ihre Zeilenstu-
fenform:

(=3 11 2 0 2 2 0 2
]+ ~ o 2 -1 (-1 ~ |0 2 -1

+ 0101+ 00 %

Da es in der letzten Matrix keine Nullzeile gibt, sind by (x), ba(z), b3(z) linear unabhéngig.
Wegen dim V' = 3 bilden by (z), ba(x), bs(x) eine Basis von V.

20
3 2
21

NN

Zunéchst bestimmen wir die Darstellungsmatrix B von id bzgl. der Basis by (x), ba(z), b3(x)
im Argumentraum und Standardbasis e1(x), e2(x), e3(z) im Zielraum:

id(bl) =243z + 21‘2 = 2e1 + 3eg + 2e3,

id(bg) = 2z + 22 = 0eq + 2e5 + les,

id(b3) =2+ 2z + 222 = 2eq + 2e9 + 2e3,



d.h. die Darstellungsmatrix B ist durch

2 0 2
B=1[3 2 2
2 1 2
gegeben.
Wir invertieren B (vgl. mit Abschnitt 15.16):
2 0 0 0 (=3 71 2 2 1 00
3 2 10 ]+ > 0 -1 -3 10
2 1 0 1 + 0 0| -1 0 1
10 5 00 10 3 0
s 01 0| -1 01 (~2) > 010101)
02—1—§1oj+ 00 -1 1% —2
10 11 =2 10 1 —2
. 0 1 -1 0 1 s 0 1 -1 0 1)
00 -1 5 1 -2/ |1 001 -1 -1 2
d.h.
1 1 -2
Bl'=1-1 0 1
-1 -1 2

Nach Abschnitt 15.16 ist die Darstellungsmatrix A von ¢ bzgl. der Basis by (z), ba(x), bs(x)

im Argument- und Zielraum durch

14 8 12
A=B'FB=| -6 -4 -4
-1 -6 -10

gegeben.
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