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Aufgabe 1

a) Esgilt 224322 —4 = (22 +4)(22 — 1). Deshalb gilt es entweder 22 = —4 oder 22 = 1.
Die Losungen der Gleichung sind

21,2 = 26Z(5+7rk), 234 = 6mk, ke Z.

b) Fiir n =3 gilt 2 > V3und 3=2+1> 3+ 1. Also stimmt die Aussage fiir n = 3.

Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n > 3,n € N gilt. Zu zeigen ist, dass die
Aussage fiir n + 1 gilt und zwar

(n+1)=+v/(n+1)+1.

Nach der Induktionsannahme gilt fiir n > 3

n+1)>vn+1+1>vVn+1+1

Deshalb gilt die Aussage fiir alle n € N.
c) (i) Esgilt
3

. 5 . n*4nlnn—n . nlnn
lim vn3+nlnn —n2 = lim - = lim —— =0
nee n=ooy/pd +nlnn+nz oo 2n2

(ii) Nach der Regel von de I'Hospital gilt

. xr—sinx . 1—coszx
im——=1lim—— =
=0 €T —e™% 20  2e®

Aufgabe 2

a) Die Reihe ist nicht konvergent, weil

1
a, = (—1)" (1 - Zcos2 n) :

keine Nullfolge ist.



b) (i) Es gilt R = ———— wobei ¢, = ¢ <M)n = w Offensichtlich gilt

limsup,, _,o cn’ 2
Con, — 2, und c9,11 — 1. Der grofite Haufungswert der Folge ist 2. Daraus folgt, dass
limsup ¢, = 2 und deshalb R = %

(ii) Da R = £ konvergiert die Reihe, wenn [z—1| < 3 und divergiert sie wenn [z—1| > 1.

Wir betrachten jetzt die Randpunkte. Wir fangen mit dem Fall x = % an. Der n-te

Term der Potenzreihe ist dann d,, := (W)n (—3)™. Da fiir die Teilfolge ds, gilt

|dan| = 1 fiir alle n € N, bekommen wir, dass d,, keine Nullfolge ist, und deshalb
ist die Potenzreihe divergent. Ahnlich folgt, dass die Potenzreihe divergent ist, wenn
z—1= 1. Aus diesem Grund konvergiert die Potenzreihe, genau dann wenn |z — 1| <
1 13

53 = € (5,3)

c) Die Funktion f ist stetig, wenn lim,_,o_ f(x) = f(0) = lim, 0+ f(2). Da gilt lim,_,o Si‘;x
1 und lim,_,ge™® = 1, diese Bedingung ist erfiilt genau dann, wenn f =1 und a = 1
ist.

Aufgabe 3

a) Esgilt fl(z) =1-%5 =0 < 22 -4=0 < z = £2. Offensichtlich z = 2 ist
ein Kandidat fiir das Minimum oder Maximum, dagegen x = —2 kein Kandidat fiir
das Minimum oder Maximum ist, weil —2 ¢ [1, 3] gilt. Wir berechnen nun die Werte
der Funktion an drei Stellen : z = 1, z = 2, x = 3. Es gilt f(1) =5, f(2) = 4,
f@3) = 13—3 . Der kleinste von den drei Werten ist 4 und der grosster Wert ist 5. Deshalb
das Minimum der Funktion ist 4 und das Maximum ist 5.

b) i) Fiiry =224 1 gilt

1 2 1
4 3 1 1 1
/ f—{_ dx:4-—/ —dy+3/ der =
o r2+1 2/, vy 0o r2+1

2 1
1

3
2lny| + 3arctanz| = 21n2+17r.

0

ii) Mit der partiellen Integration bekommen wir

T

0

/ 2?sin(r) dz = —2® cosx —|—/ 2z cosxdr = —m*(—1)+2zsinz
0 0

T s
-2 sinxdz =
0 0

T 2
= 7% — 4.
0

724+ 0+ 2cosx

c) (i) Aus der Ubung wissen wir, dass das Integral [° 25 da konvergent ist. Es gilt fiir
alle z € R die Ungleichung |sin 2x| < 1. Nach Majoranten Kriterium konvergiert

das Integral [ Sinﬁ’”) dz

(ii) Wir miissen zeigen, dass lim, . [ . Cosi—%)dx existiert. Es gilt

1
lim /a €O8(22) gy — Jipy | SRCD|" 1/m sin@e) gl = @ L /a |
a—oo Jq X a—00 2z 1 2 1 x? 2 2 a—oo [y
Nach i) konvergiert das Integral [ 222
fOO sin(2x) dx

1 x? ’

dx und damit existiert auch das Integral

Aufgabe 4




b)

Es gilt f'(z) = —sinz, f"(z) = —cosz, f"(z) = sinzx, f"(x) = cosz. Also f(0) =
1, £/(0) = 0, "(0) = —1, /"(0) = 0 und |f(€)| < 1 fiir alle £ € R. Da Ty(f,0)(x) =
F0) + f(0)z + 5 f"(0)a* + ¢ f”(0)2® bekommen wir nach dem Taylor Satz, dass

4

1 1
|cosz — (1 — §x2)| = |a(cos§)x4| < s

Wir bringen die erweiterte Matrix (A|y) durch Zeilenumformungen auf Zeilennormal-
form:

0 3 6 9109 Sasaily 0 3 6 9|9
8 —6 2 4|20 | —=5 (1 -3 1 1|3
0 -1 -2 -3|-3 7ss 0 0 000
1 -3 1 195 101
4 4 2|2 Zo—lz 4
Lol o 3 6 9|9 52 o1 2
0 0 000 e A
Mittels des —1 Ergénzungstricks bekommen wir,dass
7 1
2 3
Kern(A) = lin 1l o
0 -1
und die Losung ist
19 7 u
3 2 3
0 0 -1
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