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Aufgabe 1 (4 + 8 + 8 = 20 Punkte)

a) Bestimmen Sie den Real- und Imaginirteil aller Losungen der Gleichung 23 = 1.
b) Zeigen Sie mit vollstiandiger Induktion, dass fiir alle n € N gilt

n
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k=1

c) Wir betrachten die Funktion f : (0,00) — R mit f(z) = logs(z) + «.
(i) Zeigen Sie, dass f(3) < 0.
Hinweis: Sie konnen die Monotonie der Funktion x +— 3% verwenden.

(ii) Zeigen Sie mit Hilfe des Teils (i), dass f genau eine Nullstelle in (3,1) hat.

Aufgabe 2 (10 + 4 4+ 4 = 18 Punkte)
a) Wir betrachten die Funktion F': R — R mit

x t2
F(z) ::/ e 2 dt.
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(i) Zeigen Sie mit dem Taylorsatz, dass es fiir alle z € R ein ¢ zwischen 0 und x gibt

mit
2 x3
Flx)=x+e 2(c* — 1)5

(ii) Zeigen Sie mit Hilfe des Teils (i), dass
L,
> < / ez dt <1.
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b) Geben Sie eine divergente Folge (sx)nyen an so, dass [sy+1— sy| — 0, wenn N — oo.
Begriinden Sie Thre Antwort.

c) Wir betrachten die komplexe Potenzreihe

i an(z —1—1)",
n=1

wobei (a,,)nen eine Folge von komplexen Zahlen ist. Gegeben ist, dass die Potenzreihe
konvergiert, wenn z = 2. Ein Student behauptet, dass aus den gegebenen Informationen
folgt, dass die Potenzreihe fiir z = % konvergiert. Hat der Student Recht? Begriinden
Sie Thre Antwort.

— bitte wenden —



Aufgabe 3 (6 + 8 + 4 = 18 Punkte)
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a) DBestimmen Sie den Wert des Integrals 23 cos(x?) dx. Substituieren Sie zunichst

geeignet und integrieren Sie danach partiell.

b) (i) Zeigen Sie, dass der folgende Grenzwert in R existiert und bestimmen Sie diesen

(ii) Zeigen Sie, dass das folgende uneigentliche Integral konvergent ist

w/2
/ (tanx),/z—:cd:c.
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Hinweis: Sie kénnen die Existenz des Grenzwertes im Teil (i) verwenden.

c) Untersuchen Sie, ob die Funktion

_ |2 cos(z™1)  fiir z £ 0
fle) = { 0 firz =0

differenzierbar in 0 ist und bestimmen Sie f’(0) gegebenenfalls.

Aufgabe 4 (6 + 10 4+ 8 = 24 Punkte)

a) Entscheiden Sie, ob die folgende Aussage wahr oder falsch ist. Geben Sie einen Beweis

oder ein begriindetes Gegenbeispiel an: Ist V' ein R-Vektorraum und v, vy,...,v, € V
mit vy, ve,...,v, linear abhingig, dann sind vy + v,v9 + v,...,v, + v ebenso linear
abhéngig.

b) Wir betrachten die Matrix A € R¥3 und den Vektor b € R? gegeben durch
1 11 . 1

A=[123], =1

1 3 5 c

(i) Fiir welche ¢ € R ist der Vektor b im Bild A? Begriinden Sie Ihre Antwort.

(ii) Bestimmen Sie eine Basis von Kern A.

1 1
c) Wir betrachten die Vektoren v7 = \/Li -1, 0= \/% 1
1

(i) Zeigen Sie, dass v7, v3 ein Orthonormalsystem in R? bilden.

6
(ii) Wir betrachten den Vektor @ = | 0 | und die Ebene U = lin{v1, v3}. Bestimmen
6
Sie den kleinsten Abstand von @ zu U, d.h.

min || — 7|
zeU

Viel Erfolg!



