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Aufgabe 2
a) i) Fir jedes k € N mit k > 2 gilt
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Da die harmonische Reihe ) 27, % divergiert, ist auch Y 2, ﬁ divergent. Somit liefert
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das Minorantenkriterium die Divergenz von Y -, ;

ii) Ist a, = n”
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Daher liefert das Quotientenkriterium die Konvergenz von Y7 | ay,.

b) Fir z # —2 gilt
T+2-2 2
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i) Beweis durch vollsténdige Induktion:

Induktionsanfang: Nach der Quotientenregel ist f auf R\ {—2} differenzierbar und fiir
alle x # —2 gilt
2 (—1)H+1 1

f/(ﬂf) = (x+2)2 =2 (l‘+2)1+1 :

Induktionsschritt: Sei n € N beliebig. Die Funktion f sei n-mal differenzierbar und es

gelte ) (x) =2 ((30227):43' fiir alle 2 € R\ {2} (IV). Nach der Quotientenregel ist f{™)

auf R\ {—2} differenzierbar und fiir jedes x # —2 ergibt sich

av) . d (—=1)"*n! (—1)" Il (—(n+1)) 5 (=1)P D+ (4 1)

(n+1) 9 = — =
f (IIZ') 2 dr (SC + 2)n+1 2 (.T—f— 2)(n+1)+1 (.T + 2)(n+1)+1

Insbesondere wurde fiir jedes n € N gezeigt, dass f auf R\ {—2} n-mal differenzierbar
ist, also ist f auf R\ {—2} beliebig oft differenzierbar.

ii) Wie in Teil i) gesehen, gilt fiir jedes n € N

n (=1)nFtin!  (=1)nFlp!
f( )(0) =2 on+1 = on :

Ferner ist f(0) = 0. Somit lautet die Taylorreihe von f um zy =0
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wobei a,, = gesetzt ist. Wegen | ;% - -| =
genzradius der oblgen Potenzreihe 2.
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Aufgabe 3

a)

b)

i)

Betrachte die Funktion f: R — R, & — e®°a0% _ cos? 2. Nach der Kettenregel ist f auf
R differenzierbar und fiir jedes = € R gilt
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1+ 22

etanT 4 9 oogx sin .

fl(a) =

Aufgrund von f(0) = 0 ergibt sich fiir die Ableitung von f in 0

i earctanz __ COSZ«T — lim M — f/<0) — earctanO -1.
z—0 X x—0 x

Mit den Reihenentwicklungen von exp und cos hat man fiir jedes x #£ 0
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und hieraus folgt wegen der Stetigkeit von Potenzreihen
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lim —————— = lim —* = =1
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Die Funktion f ist als Komposition auf (0,00) differenzierbarer Funktionen auf (0, c0)
differenzierbar und es gilt fiir jedes z > 0
fl(z) =

lnx—i—f (Inz +2).
x

7 57

Fir z > % erhélt man wegen der Monotonie des Logarithmus Inz > In £ = —1, was auf
Inz+2>1>0 fiir alle z > % fithrt. Es folgt f'(x) > 0 fiir alle z > % Deshalb ist f auf

[%, 00) streng monoton wachsend.
Insbesondere gilt fiir jedes z € [, ¢?]

fl@)zf(Q)=-7 und  f(z) < f(e?) = 2e. (%)

Hiermit ist die Inklusion f([1,€?%]) C [—7,26] gezeigt. Sei andererseits y € [—ﬁ,Qe].

2
Wegen (x) gilt dann (1) <y < f(e?). Da f iiberdies auf [1, e?] stetig ist, gibt es nach
dem Zwischenwertsatz ein x € [%, e?] mit f(z) = y. Damit ist auch die andere Inklusion

[— f,Ze] C f([%,€?]) bewiesen. Zusammen ergibt sich f([,e%]) = [—ﬁ,Qe].
Alternative Begrindung: Die Funktion f: [ e?] — R ist stetig und streng monoton
wachsend. Nach einem Resultat der Vorlesung ist dann f: [1,e*] — [f(1), f(e?)] bijektiv,
also gilt insbesondere f([1,€%]) = [f(2), f(e?)] = [—7,26]

Wegen f(e) = e ist f~1(y/e) = e. Wie im Teil i) gesehen, ist f: [1,€?] — [—%,26]
stetig, bijektiv und in e differenzierbar mit f’(e) = 2—\3/5 # 0. Nach dem Satz iiber die
Ableitung der Umkehrfunktion ist f~! im Punkt /e = f(e) differenzierbar mit

(Yo = 5ty = i = ot
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