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Aufgabe 1

a) Es gilt
{z*| 2z € C\ {0} mit |2 < 3 und arg(z) € (0,
= {2 | z = re" fiir ein r € (0,3) und ¢ € (0,
= {T‘2€2i¢ |7 €(0,3) und ¢ € (0,2m)}
={pe” | p€(0,9) und 0 € (0, 3n)}
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={weC||w| €(0,9) und (Rew < 0 oder Imw > 0)}.
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Also ist die gesuchte Menge die offene Kreisscheibe um den Ursprung mit Radius 9 ohne den
vierten Quadranten, ohne die positive reelle Achse, ohne die negative imaginéire Achse und

ohne den Ursprung. Skizze:
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b) Fiir z =0 ist die Gleichung erfiillt. Fiir z # 0 gilt

(z12])* =8iz «— 22z=8iz <« 2°=8i
1

1 5 3
— 2z=2¢"6" oder z=2¢'s" oder z=2¢e"2" =

< |z| =2 und arg(z) € {%71‘, %77, 3n}.
c) 1. Méglichkeit: vollstandige Induktion.
IA (n=1):Esist 5 =1<2—1.
IS: Sei n € N beliebig. Es gelte > p_; 77 <2 — 1 (IV). Dann folgt

n+1

Zl_i1+ 1L W, L, 1
k—lkz_k—1k2 (n+1)2 n  (n+1)2
:2+n—(n+1)2: _n2+n+1 1 <o .
n(n+1)2 n?4+n n+1 n+1
—_————
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2. Méglichkeit: Im Fall n = 1 ist die Aussage wegen 2 =1 < 2 —1 wahr. Fiir n € N mit
n > 2 lasst sich die Summe nach oben durch eine Teleskopsumme abschétzen:

11 1
Zk2\1+z —1+Z<—> It g—g— =2

Aufgabe 2
a) Setze aj := (2%—1—%) k € N. Dann gilt fiir jedes k € N
k k
a | kg 2 k4lpee o1
T 3k+149k+1 - -
agi1 32:“—521“:1 I%H 3k+1+2k+1 k 3
denn
3 +2F 14+(2/3)F e 1401
3kl 4 2k+l T 342, (2/3)k 3+2-0 3
und

k+1 1+1/k koo 140
Eo1 1

= 2 ist der Konvergenzradius der Potenzreihe ) ;2 apx® gleich 2.

=1.

Wegen limy_.o ‘ak+1|
Demzufolge konvergiert die Reihe absolut fiir |z| < 2 und divergiert fiir |z| > 2.

Fiir z = 2 ist Y32, a;2" divergent, weil diese Reihe wegen a2 = (1+ ($)")} > 1 > 0,

k € N, die divergente Minorante > -, % hat.
Im Fall # = —2 schreibe ay(—2)* = (—1)*c; mit ¢ := (1 + (2)*)1, k € N. Dann ist (c)ren

eine nichtnegative Nullfolge, die wegen ¢ = (14 (5 )k“)% <A+ 3"t = keEN,

monoton fallend ist. Damit sind die Voraussetzungen des Leibnizkriteriums erfiillt, welches
die Konvergenz von > 72 | (—1)¥¢c), garantiert.
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Fazit: Die Potenzreihe > 72, axz® konvergiert genau fiir z € [~2,2).

b) Mit Hilfe der geometrischen Reihe erhélt man fiir jedes z € C mit |2 (z —2)| < 1

1 1 1 1 1/ 5 PO (—1)k5k
1452 11+5(:-2) 111+ 2(z—2 :112<_11(’2_2)> :Z(nlzﬂ (= -2)".
“ i +r(2-2) k=0 k=0
Da diese Potenzreihe fir alle z € C mit |z — 2| < 11 konvergiert und fiir alle z € C mit
|z —2| >4 dlverglert betrigt ihr Konvergenzradius Q AuBerdem ist f9)(2) = 1_1512 9l.

Aufgabe 3

a) i) Esgilt

223 +1) — (223 - 1)
(\/x Vau ) V2r3 4+ 14223 -1

_ 2 00 2 V2
V2+1/23 + /2 —1/23 V2+0+yv2-0 2




ii) Wegen

1 In(e3* — —In(e3% —5- d
lim = In(e** — 52) = lim n(e 52) _n(e 5:0) _ — In(e** — 5z) B
z—0 X x—0 x 0 dzx =0
_ 1 3z _
- edr — 5x(36 —9) =0 —2

und der Stetigkeit der Exponentialfunktion ist

lim (6338 _ 53:) 1/ — lim 6% In(e3*—5z) _ hmzﬂo ln(e3z 5z) _ 6_2 ]

r—0 x—0

b) i) Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist f auf (0, c0) differenzier-

bar mit
1

VA +22)(2+22)]
ii) Wegen f'(z) > 0 fiir alle z € (0,00) ist f auf (0,00) streng monoton wachsend.

f'(x) = € (0,00).

iii) Wegen arctan(0) = 0 gilt fiir jedes x € (0, c0)

o1
arctan(z) = / ——dt
0

1+12
und somit
1 1
f(x) — arctan(zx 5 dt
\/1—|—t2 )2 +12) 1+t
1 1
— 5 dt =0.
VA+2)(1+12) 1+t
=0

Demzufolge ist f(x) < arctan(z) fiir jedes z € (0, 00).

Aufgabe 4
a) i) Fir jedes z € [—1,1] gilt

B 37% firx <0
x 7 ’
max{3™", 3"} = { 3% fiirz > 0.

Somit folgt mit der Substitution y = —z, do = —dy

1 0 1 1 1
max{3~ ", 3%} dx = / 3 dx + / 3 dx = / 3Y dy + / 3" dx
-1 -1 0 0 0

1 T
/0 3””5_2[1?13} %'

ii) Die Substitution y = ¢z, do = 3y*dy fiihrt auf

8 2
3 2y 3 2 2 3
_2 dy =21 D]?=2(n5—1n2).
/1$+f /y+y 2/1 y2+1y Q[H(y+>]1 2(n n2)
iii) Mit zweimaliger partieller Integration ergibt sich

m/2 /2 /2

/ e” cos(z) dz = [e” cos(z)]" et / e’ sin(z) dx
w/4 /4

/2 w/2

= [e” cos(x) + €” sim(:z:)]ﬂ/4 - / e’ cos(z) dx
w/4

und somit

w/2 1 1
z N P T o /2 _ 2 (oT/2 2 _m/4
/7r/4 e” cos(x) dx 5 [e” cos(z) + € sm(:n)]ﬂ/4 5 (e e ).



b) Seien a,b € R mit a < b. Partielle Integration ergibt

b b
/ f"(x) de = [of (x / f()dx = bf'(b) — af'(a) — [f(2)]"
— bf(5) — af'(a) — F(b) + F(a).

Somit leisten A = —f’(a) und B = f’(b) das Gewiinschte.



