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Aufgabe 1

a)

b)

__ 2i—10
32

Fiir w : gilt

2 —10 —3i—2 6+300—4i+20 26+ 260

. =242
3i—2 —3i—2 9+4 13

Also ist Rew = Imw = 2. Auflerdem gilt w = NG eia .

Fiir z = 0 gilt 23 = 0, so dass die Gleichung 2> = 251.:120 nicht erfiillt ist.

Fiir z € C\ {0} gibt es 7 > 0 und ¢ € (-7, 7] mit 2z = re’?. Es gilt

2 =w = e3P = /8l
= r* =8 und 3¢ =T+ 2k fiirein k € Z
@E{gﬂﬂ r=+v2 und g0:17r—2+%k7rﬁirk€{—l,0,1}
= r=v2 und ¢e {5, 5.3}.

Demnach gilt 2% = ;;120 genau fiir z € {ﬂef%, \/ieﬁ, ﬁe%}.
Offenbar ist f auf R\ {1} differenzierbar und damit auch stetig. Somit geniigt es, die Funktion
f an der Stelle 1 zu untersuchen.

Stetigkeit: Wegen

lim f(z)=a+b= f(1) und lim f(z)=1

r—1— r—1+

ist f in 1 stetig, falls a +b =1 (%) gilt.
Differenzierbarkeit: Es gilt

f(z)— f(1) a+bx? — (a+0) b(z? - 1)

li = 1l = lim —— 2 = i 1) =2
ATy i Jm =g = m b1 =2
und
1 1
— - — b) (x - —1 — —
T—1+ z—1 z—1+ x—1 a=l+x—1  a=ltz(z—1) o1+ x

Folglich ist f an der Stelle 1 differenzierbar genau dann, wenn 2b = —1, d.h. b = —1/2, gilt.
Wegen (x) ergibt sich dann a = 3/2.

Fazit: Nur fir a = 3/2 und b = —1/2 ist die Funktion f auf R differenzierbar.



Aufgabe 2

a)

b)

i) Beweis durch vollsténdige Induktion:

=0 < ag < 1 erfiillt.

Induktionsanfang: Wegen ag = 0 ist n;‘—il‘n 0

< ap <1 (IV). Dann folgt mit der Rekursions-

Induktionsschluss: Sei n € Ny. Es gelte n2 +1 <

formel wegen (n +1)2+1>0

n+1)%+a, OV) (n+1)2+1

B R S R CE R R
sowie
i = (n+1)%+ay, (I;) (n+1)2 + -4 y (n+1)2 |
(n+1)2+1 T2+l Z (nil)E+d
ii) Es gilt ngijq = 1+1/n2 — m =1 fiir n — oo. Nach 1) ist daher die reelle Folge (an)nen,

zwischen zwei Folgen eingeschlossen, die beide gegen 1 konvergieren. Somit konvergiert auch
(an)nen, nach dem Sandwichkriterium gegen 1.

iii) Im Fall a # 1 gilt lim,, oo (an—a) = 1—a # 0, so dass die Reihe Y 7 (an —a) divergiert.
Nun sei a = 1. Nach i) gilt fiir jedes n € Ny

n? 1
n2+1—1<an—1<07 also O<1—an<n2+1.
1
T on241
Hieraus folgt |a, — 1| < —' fiir alle n € Ny. Da die Reihe Y07 ) 1 7 konvergiert (vgl.

Vorlesung), ist die Reihe ano (an — 1) nach dem Majorantenkriterium konvergent.

Fazit: Die Reihe Y > (a, — a) konvergiert nur fiir a = 1.

n? n n
OG- 2y oy s e
n 2n n

konvergiert die zu untersuchende Reihe nach dem Wurzelkriterium.

Wegen

2



Aufgabe 3
a) i) Nach der Kettenregel ist die Funktion f differenzierbar und es gilt

/ _ e’
fi(z) = (=R reR.

Wegen f/(z) < 0 fiir alle z € R ist f streng monoton fallend und somit injektiv.
ii) Esgilt f(R) = (0,1), denn
C: Fiir jedes x € R gilt €* > 0 und somit 0 < e2+1 < 0+1 =1, also f(z) € (0,1).

O: Sei y € (0,1). Dann ist =% >0 und fiir z : = In =Y gilt

1 y
x) = = =y, also y € f(R).
f(=) ST R y y € f(R)

iii) Fiir jedes x € R gilt

Lo e 1—(14e" 1 1
@2 - = e = i gy~ @ - f@ ()

Da f'(x) # 0 fiir alle z € R gilt (siehe i)-Teil), liefert der Satz iiber die Umkehrfunktion,
dass f~1: (0,1) — R differenzierbar ist mit

(FY () = s L e,

~
—_
—

b) Fiir jedes y € R\ {0, 1} gilt
1 1 —4

—y (y—3)?—-1 1-(Qy-1)7

y2

Fiir jedes y € R mit |2y — 1| < 1, d.h. y € (0,1), ergibt sich (geometrische Reihe)

o

:_42 (2y — 1) :_42 Z4k+1(y_%)2k'

k=0

Da diese Reihe fiir alle y € R mit |y — 1/2| < 1/2 konvergiert und fiir alle y € R mit
ly — 1/2| > 1/2 divergiert (geometrische Reihe), betréigt ihr Konvergenzradius 1/2.



Aufgabe 4

a) i) Esgilt

1 2 1 2 1

1+ 1+ax°+2 1+

/( mg da:——/x Qxdaf——/1+dx( ;U)dx
o l4+=z 0 1+z 0 1+=z

= [z + [l +2%],=1+n2.

ii) Seia > 1. Mit partieller Integration ergibt sich

a a® a® 1% ol —q a—a®
3 A -
/1 v [ In a] / na ™~ [aj Ina (In a)2} n Ina + (Ina)?

b) Die Substitution t = Va2 — 1, dt = \/7 dz fiihrt wegen \/;l%l = ; und 22 = t? + 1 auf

1 1
/mdm_/l‘?—i—ldtt , :arctant‘t:m:arctan(\/lg—1), r>1.
\Va i

Somit ist (1,00) — R, z — arctan(v/z2 — 1) eine Stammfunktion von f.
1
z’

c) Seien 0 < a < b. Mit der Substitution y =

b 1 1
1 b 1 1 a 1
——dr = — —dy = ——— dy = |arctan
/a 1+ 22 /1 [ /; gl v)

Damit ist die zu untersuchende Gleichung fiir alle a,b € R mit 0 < a < b giiltig.

dy = —m% dr = —y? dx ergibt sich

arctan(l) — arctan(%) .

(S Sa



